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磁気単極⼦をトポロジカル絶縁体の
中に⼊れると？
磁気単極⼦: 素粒⼦論的な研究対象。⼤統⼀理論、
duality, ソリトン、インフレーション etc.
+
トポロジカル絶縁体 = bulkは絶縁体。表⾯に質量ゼ
ロ(gapless)で伝導性の⾼いDirac場(準粒⼦)
: 物性理論の研究対象
=
分野横断的研究

Figure from Wikipedia
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Wi#en effect
磁気単極⼦をトポロジカル絶縁体の内部に⼊れ
ると1/2の電荷を持ってダイオンになるはず。

[Cf. Recent works: Hidaka et al. 2020,2021, Fukuda-Yonekura 2021]

[Wi%en 1979]



有効理論による記述
θ term を加えると
Maxwell equa1on が変更を受け
磁荷にもれなく電荷がついて
くることが⽰される。

[WiPen 1979]
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トポロジカル絶縁体はΘ=π
θ term はTime(T) reversal symmetry (or CP)を破る。
ただし、以下の2点ではTはprotectされる。
θ=0: ⾃明な絶縁体
θ=π:トポロジカル絶縁体

トポロジカル絶縁体の中で
磁荷がqm=1  の単極⼦は -1/2電荷を持つはず。
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先⾏研究
有効理論はシンプルだが電荷の起源については何もわからな
い。->もちろん電⼦のはず。
磁気単極⼦(やvortex)に電⼦が束縛されるという先⾏研究は複数
あるが、
[Yamagishi 1983, Zhao & Shen 2012, Khalilov 2012, Lee, Furusaki & 
Yang, 2019…]
1. 普通の絶縁体とトポロジカル絶縁体がどう違うのか？
2. どうして電⼦が束縛されるのか？
3. どうしてカイラルな境界条件を⼿で課す必要があるのか？
4. どうして電荷が-1/2になるのか？
について全て答えているものは（私たちの知る限り）なかっ
た。



私たちの研究

1) 磁場の強さ、範囲を有限にする。
2) PV 正則化のLO補正を取り⼊れる。

-> 質量の正負（普通の絶縁体／トポロジカル絶縁体）の明確な
区別を持ち、すべての領域で有限なDirac⽅程式の解を調べる。
•解析解、格⼦理論の数値解、両⾯から調べる。

-> 磁気単極⼦をトポロジカル絶縁体の中に置くと何が起こるの
か、微視的機構を明らかにする。

S. Aoki, HF, N. Kan, M. Koshino and Y. Matsuki (Osaka U.) work in progress
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磁気単極⼦のゲージ場

原点の磁気単極⼦が作るベクトルポテンシャル

Dirac の量⼦化条件->
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軌道⾓運動量

電磁場の影響で軌道⾓運動量が変更を受ける。

交換関係
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Dirac Hamiltonian (空間3次元)
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全⾓運動量

“球⾯” 演算⼦ [物理的意味は後述]
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便利な公式
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動径⽅向
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動径⽅向
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Monopoleに局在するゼロモード解

解は E = 0 となる

Monopole に束縛されたE=0 のelectron stateがdyonになる原因?
原点で発散しているけど⼤丈夫？
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まだわからない点

1. 解は の “カイラル”な固有状態。でも
その起源は？？？
2. m の符号に差がない。r=0 におけるカイラリティを「境界条
件」として⼿で与える必要がある。なぜ境界条件が必要なの
か？背後の物理は何か？
3. 電荷1/2をどう説明するのか？Yamagishi 1983では Dirac seaを
全部⾜して正則化した結果 ½ を導出。でも電荷保存を破る
regulariza[on. そもそも本当にUVの効果なの？
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格⼦理論におけるWilson Dirac fermion ⽅程式

where
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Pauli-Villars 補正を取り込んだDirac ⽅程式

Wilson項をもつ Dirac ⽅程式を考える。

* PV正則化された分配関数に⾃然に含まれる。
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質量(gap)の正負
Wilson項(MPV>0 に固定)に対して正か負かwell-defined.

Anomaly との関連 : axial U(1)変換で質量の符号をそろえると
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連続極限で本当に効くの？

Fermion場のcut-off: 
(’tHooI-Polyakov) monopoleのサイズ:

Monopoleのサイズよりも20桁⼤きいところで
何が起こるか調べることは重要。
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Wilson項による加法的質量補正

補正項は常に正。Cf.) laace QCD の bare massは負にとる
磁場が に集中している場合、
質量補正は

磁気単極⼦の⼗分近傍では質量が正になり、
球状のdomain-wallが⽣成される！
（正の質量（普通の絶縁体）では⽣成されない）
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Wilson項による加法的質量補正
格⼦理論による の数値評価

• Bra-ketはエネルギーの最低固有状態につい
てとる:

格⼦理論数値計算の詳細は後述。

m=-0.43, n=0:磁気単極⼦がない場合はいたると
ころ負。Z=0の断⾯における

localな質量/|m|の期待値
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Wilson項による加法的質量補正
格⼦理論による の数値評価

磁気単極⼦を置くと、そのま
わりに質量正の領域ができ
る。
= domain-wallが⽣成される！

Z=0の断⾯におけるlocalな質量/|m|の期待値
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磁気単極⼦が作ったdomain-wall と端状態
r=r1の位置のDomain-wall に局在する解は

を満たす。

s=-1、かつ
のときのみ、r1の局在する端状態が存在。
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<latexit sha1_base64="Ti5tDm9baLhdmBaog5XNq58rdUg="></latexit>

 ⇠ exp


�s

Z r

r1

dr0me↵(r
0)

�

<latexit sha1_base64="CXGulj/F/a5E0HeInYfY6/soBwU="></latexit>

me↵(r � r1) ! m < 0, me↵(r < r1) > 0



Yamagishi 1983の解

m<0 のとき、 の固有状態になっ
ている。
m>0 では逆のchirality のため、端状態は存在で
きないと考えれば良い。

<latexit sha1_base64="VryIw47mt6J2D0/EwTBwtQNLjRs="></latexit>

 E=0
j,j3,0 =

Cj,j3,0

r
exp(�|m|r)

✓
1

sign(m)sign(n)

◆
�j,j3,0(✓,�),

<latexit sha1_base64="WuHte33x5aEKxLYh00BwJxFAg/8="></latexit>

�r�j,j3,0(✓,�) = sign(n)�j,j3,0(✓,�)
<latexit sha1_base64="NoUuJWKAMVkRmA8d6sgTdB7eHV8="></latexit>

�1 ⌦ �r = �1



Wilson 項も含めた厳密解

はがんばると解ける。[論⽂に詳細]
における E=0 モードの厳密解の結果

<latexit sha1_base64="u8eoDLGkKLfSEUT/KVNiNgX01MQ="></latexit>

r1 ! 0

<latexit sha1_base64="MSB0i7Ip7xtNDLFCxv84B7doT8Q="></latexit>

 =
MPV

2

p
1 + 4m/MPV

<latexit sha1_base64="n1VX+hn5iGMmD+EJJWqU9YQmdbs="></latexit>

�0


�iDi+m+

1

MPV
D†

iD
i

�
 = E ,

<latexit sha1_base64="liG/r68Pg0RucgQMin3ZxTJlA24="></latexit>

 mono
j,j3 =

Be�
MPVr

2

p
r

I⌫(r)

✓
1
�s

◆
⌦ �j,j3,0(✓,�)

<latexit sha1_base64="acw4L+/hP2XkVhxDaZfSm3QL6gg="></latexit>

⌫ = (
p
2|n|+ 1)/2

<latexit sha1_base64="wQbao8vnAZKilr9eUh5ULg8GrKU="></latexit>

s = sign(n)



Wilson 項も含めた厳密解
遠⽅では Yamagishi 1983と⼀致。

にピーク。
→ domain-wallの半径

r=0 ではゼロ。
(Wilson項の補正-> ∞)

|ψNaive | 2

|ψWilson | 2

0.5 1.0 1.5 2.0 r

0.05

0.10

0.15

0.20

|ψ| 2

Yamagishi 1983

Our work <latexit sha1_base64="tJu91rJwmRAMkHmJI6/ZvnDWISI="></latexit>

r =
|n|

2MPV

<latexit sha1_base64="a4jm8CZzkldeKQGXf4Ep9Dz3HJ0="></latexit>

⇠ 1/MPV

<latexit sha1_base64="AvS0hTXi8j+WBnEQ4HTIcj5USjE="></latexit>

n = 1, m = 0.1, MPV = 10.Plot with



Wilson 項は本質か？
Q. Wilson fermion ではなく、overlap fermion でやれば加法的質量補
正は存在しないのでは？

A. 格⼦にdefect があるとそうでもない。
例: Dirichlet boundary condi;on を課す Schrodinger func;onal では
Naïve なoverlap fermion は locali;yを壊す。
-> Ginsparg-Wilson を破る必要がある。[Luescher 2006]

MonopoleまわりのplaqueKeは admissibility condi;onを破るので
localityが危なそう。-> Ginsparg-Wilson を破る必要=addi;vemass shiM 
があるのではないか？
* 少なくとも物質中の電⼦場をカイラル対称なDirac演算⼦で記述す
る必要はない。

Dov =
1

a

 
1 + �5

HWp
H

2
W

!

<latexit sha1_base64="1mbL/miePCet75VmwoNY0PZfkgc="></latexit>



Contents
1. Introduc,on
本研究:磁気単極⼦の存在下における電⼦場のDirac⽅程式をUV finiteな形で解くこと
でWi/en効果の微視的機構を明らかにする。

2. NaïveなDirac⽅程式の束縛解(review of Yamaishi 1983)
磁気単極⼦に局在するゼロモードが存在。その物理的意味とWi/en効果との関係が
明らかではない。

3. 正則化されたDirac⽅程式の解とWiAen effectの根本的な原因
強い磁場が原⼦間隔くらいの有限領域にdomain-wall fermion系を作る。その端状
態のゼロモードが電荷の起源。Yamagishiらカイラルな境界条件も動的に説明。

4. A,yah-Singer の指数定理とCobordismによる半整数電荷の説明

5. 有効Maxwell理論の再解釈と実数磁荷

6. まとめ

✔

✔

✔



球⾯演算⼦
私たちの解

は のゼロ固有値解でもあった。

実はmonopoleまわりの球状domain-wall上のDirac 演算⼦！

<latexit sha1_base64="TKKQRRrJySQKYhcS7FiRT7Ji27A="></latexit>

DS2

=
h
�i

⇣
Li +

n

2

xi

r

⌘
+ 1

i

<latexit sha1_base64="liG/r68Pg0RucgQMin3ZxTJlA24="></latexit>

 mono
j,j3 =

Be�
MPVr

2

p
r

I⌫(r)

✓
1
�s

◆
⌦ �j,j3,0(✓,�)

<latexit sha1_base64="hzejKdFCTe92e6zyh7MywSAC+iE="></latexit>

DS2

�j,j3,0(✓,�) = 0 for j = |n2 |� 1/2



球⾯演算⼦
でLocal Lorentz変換してみると、

<latexit sha1_base64="bZfe8Lz1STvNq+CvdJcJcgWZzmQ="></latexit>

1

r2
DS2 0 :=

1

r2
R(✓,�)

h
�i

⇣
Li +

n

2

xi

r

⌘
+ 1

i
R(✓,�)�1

= � 1

r2
�3


�1

@

@✓
+ �2

✓
1

sin ✓

@

@�
+ iÂ� + iÂs

�

◆�
,

<latexit sha1_base64="KlDdYqWjdnhR/3KQeBUJufIStBQ="></latexit>

R(✓,�) = exp(i✓�2/2) exp(i�(�3 + 1)/2)

r2: domain-wall radius.

<latexit sha1_base64="zokD7kf1zI3HDteBgoN+SVtyBCM=">AAACIHicZVBNS8NAEN34WetX1aOXxSIIQkmKVC9C1YvHCrYWTAib7cYs3WzC7kQoIf/Ekz/Fk6Ag4kl/jds2iNUHC2/em2F2XpAKrsG2P625+YXFpeXKSnV1bX1js7a13dNJpijr0kQkqh8QzQSXrAscBOunipE4EOwmGF6M/Zt7pjRP5DWMUubF5E7ykFMCRvJrLTcigM98N434qRsqQnNZ5M1iSl3NpQsRA1LkzqFLE11Wfq1uN+wJ8H/ilKSOSnT82oc7SGgWMwlUEK1vHTsFLycKOBWsqLqZZimhQ3LHbg2VJGbayyf3FXjfKAMcJso8CXii/p7ISaz1KA5MZ0wg0n+9sfjj7c+sgvDEy7lMM2CSTjeFmcCQ4HFaeMAVoyBGhhCquPksphEx0YDJtGpScP7e/J/0mg2n1XCujurt8zKPCtpFe+gAOegYtdEl6qAuougBPaEX9Go9Ws/Wm/U+bZ2zypkdNAPr6xsrWKQi</latexit>

Â� =
n

2

sin ✓

1 + cos ✓

MonopoleのU(1) ゲージ場

<latexit sha1_base64="xyJIQK3D9/lWinDnHKxb7oINY5U="></latexit>

Âs
� =

1

2 sin ✓
� cos ✓

2 sin ✓
�3

domain-wallが強く曲がることによって⽣じた重⼒場
(Spinc connecBon)
＊等価原理 :  domain-wallへの拘束⼒による加速 =  重⼒
[Aoki-Fukaya 2022 Mar, 2022 Dec]



重⼒ vs. 磁場

Aoki Fukaya 2022 Mar, 2022Dec : 電磁場のない重⼒だけのとき、
Dirac 演算⼦のspecturmはgapped: 

Monopoleの磁場はちょうど重⼒の効果を打ち消して
ゼロ固有値を実現。しかも と は反可換:
ゼロモードは2次元のカイラル固有状態。

r2: domain-wall radius.

<latexit sha1_base64="Iex9WQaUfD5qMK4Z1Dr3T7NktBU="></latexit>

1

r2
DS2 0 = � 1

r2
�3


�1

@

@✓
+ �2

✓
1

sin ✓

@

@�
+ iÂ� + iÂs

�

◆�
,

<latexit sha1_base64="QdXLwJh0Yc9UqZaooYdkAFKyMck="></latexit>

E1 ⇠ 1/r2.
<latexit sha1_base64="hzejKdFCTe92e6zyh7MywSAC+iE="></latexit>

DS2

�j,j3,0(✓,�) = 0 for j = |n2 |� 1/2

<latexit sha1_base64="RgC2QKeNUCQpxi/xjiFnY8/uD2c="></latexit>

�r = �jxj/r
<latexit sha1_base64="UnfXlHxI2U10h+QAtAL/zAimAYI="></latexit>

DS2



A"yah-Singer 指数定理 on S2 domain-wall

縮退は 2j+1 = |n|。
2-dim カイラリティは

→

⼀⽅topological indexは

つまり、monopoleまわりのdomain-wall上のzeromodesは
A[yah-Singer 指数定理によりトポロジカルに守られている。

<latexit sha1_base64="hzejKdFCTe92e6zyh7MywSAC+iE="></latexit>

DS2

�j,j3,0(✓,�) = 0 for j = |n2 |� 1/2

<latexit sha1_base64="WuHte33x5aEKxLYh00BwJxFAg/8="></latexit>

�r�j,j3,0(✓,�) = sign(n)�j,j3,0(✓,�)
<latexit sha1_base64="i+2SoId6JvBd+Rv460QpQrnJyLg="></latexit>

IndDS2

= n.
<latexit sha1_base64="7Ed/Y6GWkHhHU97tc3ihfr0fQHg="></latexit>

1

4⇡

Z

S2

d2x✏µ⌫Fµ⌫ =
1

2⇡

Z

S2

d2xB · n = n.



⾚外正則化: トポロジカル絶縁体の
無限遠をどうするか？
素粒⼦論でよくやるIR 正則化
＝無限遠を⼀点コンパクト化。

今回はできない！ A[yah-Singer 指数はcobordism 不変量＝何
かの境界上ではゼロにならなければいけない量。

境界が２次元球

無限遠

<latexit sha1_base64="LuFTZiBb7jNtJf4ZG1bMsDK789Y=">AAACDnicZVDLSsNAFJ34rPUVdelmsBZclURE3QhFQdwUKtgHNCFMJtN26GQSZiZCCf0BV36KK0FB3Lp35d84SYPY9sDA4Zx7OXOPHzMqlWX9GEvLK6tr66WN8ubW9s6uubffllEiMGnhiEWi6yNJGOWkpahipBsLgkKfkY4/usn8ziMRkkb8QY1j4oZowGmfYqS05JnHDuXKS50YCUURg40JvIVXMFcbMMi4VfPMilWzcsBFYhekAgo0PfPbCSKchIQrzJCUPduKlZtmGZiRSdlJJIkRHqEB6WnKUUikm+bXTGBVKwHsR0I/rmCu/t9IUSjlOPT1ZIjUUM57mfjnVWeiVP/STSmPE0U4nib1EwZVBLNuYEAFwYqNNUFYUP1ZiIdIIKx0g2Xdgj1/8yJpn9bs85p9f1apXxd9lMAhOAInwAYXoA7uQBO0AAZP4AW8gXfj2Xg1PozP6eiSUewcgBkYX7+wMpnT</latexit>Z

@M
F =

Z

M
dF = 0.



トポロジカル絶縁体の外側
磁⼒線が無限遠で吸い込まれることを
考えるとそこに負の磁気モノポールを置く
ことに対応。

= 無限遠にdomain-wallが⽣じる
= トポロジカル絶縁体の外には必ず普通の絶
縁体（実験室）がなければならない。

しかも２つのdomain-wallは同じindexを共有。

境界が２次元

無限遠

<latexit sha1_base64="PAgWP78Stb4/7SF/B5oZOo+sh84=">AAACJ3icZVBbS8MwGE29znmr+uhLcAwEYbRD1JfBUBi+DCa4C6yjpFm6haVpSVJhlP0an/wpPgkORB/9J6ZbFbcdCBzO+S75jhcxKpVlfRlr6xubW9u5nfzu3v7BoXl03JJhLDBp4pCFouMhSRjlpKmoYqQTCYICj5G2N7pL/fYTEZKG/FGNI9IL0IBTn2KktOSaFQtWoEO5cuuwX/vliRMhoShisO7aE1iDF6t6WeuuWbBK1gxwldgZKYAMDdecOv0QxwHhCjMkZde2ItVL0qGYkUneiSWJEB6hAelqylFAZC+ZnTmBRa30oR8K/biCM/V/R4ICKceBpysDpIZy2UvFP6+4sEr5N72E8ihWhOP5Jj9mUIUwDQ32qSBYsbEmCAuqPwvxEAmElY42r1Owl29eJa1yyb4q2Q+XheptlkcOnIIzcA5scA2q4B40QBNg8AxewTuYGi/Gm/FhfM5L14ys5wQswPj+AZtYo0U=</latexit>

0 =

Z

M
dF =

Z

@M1

F +

Z

@M2

F

こちら側にもdomain-wall
が必要。しかもIndexは
共通。



外側のdomain-wall 上の端状態

はがんばると解ける。[ の⼤きい極限におけるedge解]

<latexit sha1_base64="MNPXaj1ZdDH3y9lmn0rjZEYvYVs="></latexit>

�0


�iDi+m0✏(r � r0) +

1

MPV
D†

iD
i

�
 = E ,

<latexit sha1_base64="58EkFwRE94MxE2o41Wg3rab3F6c="></latexit>

r0m0

<latexit sha1_base64="Ea5wK9VttlcERLjujPXhUTt40UY="></latexit>

✏(r � r0) = ±1 for r ? r0

<latexit sha1_base64="/JoP+YvMr1i/HDerBXgByTQGs+E="></latexit>

 DW
j,j3 =

8
>><

>>:

exp
⇣

MPVr
2

⌘

p
r

(e�r0B0K⌫(�r) + e��r0C 0I⌫(�r))

✓
1
s

◆
⌦ �j,j3,0(✓,�), (r < r0),

D0 exp
⇣
+r0+

MPVr
2

⌘

p
r

K⌫(+r)

✓
1
s

◆
⌦ �j,j3,0(✓,�), (r > r0),

<latexit sha1_base64="55HAOK3ylM/FC9isL44jj4ETgOc="></latexit>

± =
MPV

2

p
1± 4|m|/MPV

<latexit sha1_base64="Ps8XsOBmSw2A46lqbUQ862XpW1o="></latexit>

C 0

B0 = ⇡
� � +

� + +
,

<latexit sha1_base64="1i/xGiHUeQSSlBB5CpYbqT2npsQ="></latexit>

D0

B0 =
2
p
�+

� + +

1）E = 0.
2) (monopole まわりと逆)   
3) 縮退は2j+1=|n|.
4) の固有状態でもある。

<latexit sha1_base64="gECCjEo20F13+1lQlINprCceQ1k="></latexit>

�1 ⌦ �r = +1

<latexit sha1_base64="VyOJXNQ9DE9k+MypoN5am3jR/Gw="></latexit>

�̄ = �1 ⌦ 1 = s = sign(n)



2つのDW上ゼロモードのmixing
本当の固有状態は2つのdomain-wall上のゼロモードペアが混
ざったもの。

→

どんなに が⼩さくてもmixing は 50% vs. 50%

<latexit sha1_base64="IQqzL51XTHsoFqwHtLn98KjobmM="></latexit>

 = ↵ mono
j,j3 + � DW

j,j3
<latexit sha1_base64="3EQ8sTbEPG/59BmGPkVPOt5MfnM="></latexit>

( mono
j,j3 )†H mono

j,j3 = ( DW
j,j3 )

†
H 

DW
j,j3 = 0

<latexit sha1_base64="MzMCemX4zfS2YK+EZPUgLidfehE="></latexit>

{�̄, H} = 0
<latexit sha1_base64="68LIxp1pgumo8k3HRJfrgxM3ygg="></latexit>

( mono
j,j3 )†H DW

j,j3 = ( DW
j,j3 )

†
H 

mono
j,j3 =: � ⇠ exp(�|m|r0)

<latexit sha1_base64="3jB092aPVAOhlnNn3NhHuwGSlOE="></latexit>

E = ±�
<latexit sha1_base64="2Zkz1wYxkwmULVVvXdB+QQ5qKx8="></latexit>

↵ = ±�
<latexit sha1_base64="wwShP1p6KpiQ625F6peb8BmJmRo="></latexit>

�



なぜ電荷は-1/2?

ゼロ固有値が縮退 にsplit.

<latexit sha1_base64="HN21bYU8MLodktEjR6/xBNFZ4RA="></latexit>

r0 = 1
<latexit sha1_base64="k8NVt3AMokdrCJsYd4h0KAk9qbM="></latexit>

r0 < 1

<latexit sha1_base64="xEU73B9dufVWif/1r8iP0OVWkIE="></latexit>

E
<latexit sha1_base64="xEU73B9dufVWif/1r8iP0OVWkIE="></latexit>

E

<latexit sha1_base64="3jB092aPVAOhlnNn3NhHuwGSlOE="></latexit>

E = ±�

Half filliing(Fermi 
energy =0)では下の
状態のみ電⼦が占
有。

そのうちの1/2の
振幅がmonopole
まわりに存在。

Monopoleまわりの
電荷(の期待値)
は -1/2!

<latexit sha1_base64="oWNRcEkgsA3bjwQzm5xDuV/JUEA="></latexit>

 ⌥� ⇠ 1p
2

⇥
 mono
j,j3 ±  DW

j,j3

⇤



格⼦理論数値計算
L=24,32, 48 laaces
Domain-wall radius r0=(3/8)L
Monopole put at (L/2,L/2,L/2)
An[-monopole at (L/2,L/2,1/2)
m(r<r0) = -14/(L+1)
m(r>r0) = +14/(L+1)
Open boundary condi[on at 
xi = 0 or L (m=∞ outside)

Monopole charge n=0,1,-2
S

N

<latexit sha1_base64="wjy1pQOFtXWobm7H1gC5G46LsvM="></latexit>

x

<latexit sha1_base64="Pm9HHgKZOfnHItBrY9k8mBvjWQk="></latexit>

z
<latexit sha1_base64="yFqxRHaNSn0cy2zzE39f06on7g0="></latexit>

L

<latexit sha1_base64="yFqxRHaNSn0cy2zzE39f06on7g0="></latexit>

L



Near-zero 固有値 & 固有関数
Circle: laace results
Crosses: analy[c result 
on DW
Grada[on: chirality.

Monopole charge n=1.
We  have two near
Zero modes.

<latexit sha1_base64="jpLdCe8B/GxpTDYkcQljNEiRSQk=">AAACFHicZVDLSgMxFM3UV62vUZdugqUgLsqMiLosunFZwT6gMwyZNDMNzSRDkhFK6T+48lNcCQri1o0r/8Z0OoptDwTOPfdeTu4JU0aVdpxvq7Syura+Ud6sbG3v7O7Z+wdtJTKJSQsLJmQ3RIowyklLU81IN5UEJSEjnXB4M+13HohUVPB7PUqJn6CY04hipI0U2KceQzxmBHqKxgkKXE9omhD1W0voyXwgGAZ21ak7OeAycQtSBQWagf3l9QXOEsI1Zkipnuuk2h8jqSlmZFLxMkVShIcoJj1DOTK+/ji/aQJrRunDSEjzuIa5+n9jjBKlRkloJhOkB2qxNxX/erU5Kx1d+WPK00wTjmdOUcagFnCaEOxTSbBmI0MQltR8FuIBkghrk2PFpOAu3rxM2md196Lu3p1XG9dFHmVwBI7BCXDBJWiAW9AELYDBI3gGr+DNerJerHfrYzZasoqdQzAH6/MHotSedg==</latexit>

h�1 ⌦ �rik



Near-zero 固有値 & 固有関数
Circle: laace results
Crosses: analy[c result 
on DW
Grada[on: chirality.

Monopole charge n=1.
We  have two near
Zero modes.

<latexit sha1_base64="jpLdCe8B/GxpTDYkcQljNEiRSQk=">AAACFHicZVDLSgMxFM3UV62vUZdugqUgLsqMiLosunFZwT6gMwyZNDMNzSRDkhFK6T+48lNcCQri1o0r/8Z0OoptDwTOPfdeTu4JU0aVdpxvq7Syura+Ud6sbG3v7O7Z+wdtJTKJSQsLJmQ3RIowyklLU81IN5UEJSEjnXB4M+13HohUVPB7PUqJn6CY04hipI0U2KceQzxmBHqKxgkKXE9omhD1W0voyXwgGAZ21ak7OeAycQtSBQWagf3l9QXOEsI1Zkipnuuk2h8jqSlmZFLxMkVShIcoJj1DOTK+/ji/aQJrRunDSEjzuIa5+n9jjBKlRkloJhOkB2qxNxX/erU5Kx1d+WPK00wTjmdOUcagFnCaEOxTSbBmI0MQltR8FuIBkghrk2PFpOAu3rxM2md196Lu3p1XG9dFHmVwBI7BCXDBJWiAW9AELYDBI3gGr+DNerJerHfrYzZasoqdQzAH6/MHotSedg==</latexit>
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Near-zero 固有値 & 固有関数
Circle: laace results
Crosses: analy[c result 
on DW
Grada[on: chirality.

Monopole charge n=1.
We  have two near
Zero modes.

<latexit sha1_base64="jpLdCe8B/GxpTDYkcQljNEiRSQk=">AAACFHicZVDLSgMxFM3UV62vUZdugqUgLsqMiLosunFZwT6gMwyZNDMNzSRDkhFK6T+48lNcCQri1o0r/8Z0OoptDwTOPfdeTu4JU0aVdpxvq7Syura+Ud6sbG3v7O7Z+wdtJTKJSQsLJmQ3RIowyklLU81IN5UEJSEjnXB4M+13HohUVPB7PUqJn6CY04hipI0U2KceQzxmBHqKxgkKXE9omhD1W0voyXwgGAZ21ak7OeAycQtSBQWagf3l9QXOEsI1Zkipnuuk2h8jqSlmZFLxMkVShIcoJj1DOTK+/ji/aQJrRunDSEjzuIa5+n9jjBKlRkloJhOkB2qxNxX/erU5Kx1d+WPK00wTjmdOUcagFnCaEOxTSbBmI0MQltR8FuIBkghrk2PFpOAu3rxM2md196Lu3p1XG9dFHmVwBI7BCXDBJWiAW9AELYDBI3gGr+DNerJerHfrYzZasoqdQzAH6/MHotSedg==</latexit>
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Near-zero 固有値 & 固有関数
n=-2

We have 4 near-
zero modes.



有効質量
at z=(L+1)/2 slice

n=1 n=-2

<latexit sha1_base64="mldvy7L8MLEfZRXtEcvocZtbhRk="></latexit>
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磁気単極⼦まわりの電荷

n=1

n=-2

<latexit sha1_base64="t40VvtU+xH4ax0Kk9NanQSvopUA="></latexit>

Ck(r) =

Z

|x|<r
d3x�k(x)

†�k(x)
r = 0.8 r0 まで
1/2に漸近。

累積分布関数
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強い磁場が原⼦間隔くらいの有限領域にdomain-wall fermion系を作る。その端状
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Maxwell理論再解釈
Original descripKon by WiLen

私たちの再解釈= θ項にdomain-wall ができる。

<latexit sha1_base64="uT8oan6RnEGYGfdCvQwHG/z7lpc=">AAAC1nichVE9SxxRFD2O+dCNxtU0gs2QRbHJ8lYkiiBIBLHzK6sLji5vxrfrw/li5s2iDmMngpVdilQJpAipA+nT+AcsJG1SBEsFG4vcnR0wKuodmHveeefcmcM1fVuGirHTNq39ydNnzzs6cy+6ul/25Hv7lkMvCixRtjzbCyomD4UtXVFWUtmi4geCO6YtVsyt6eb9SkMEofTc92rHF2sOr7uyJi2uiKrm5wyfB0pyu2o4kT6zHlMz3CjRJ/U3ulELuBUbalMonsTjhi/XR5IbBkNJe0P856vmC6zI0tLvglIGCshq3sv/gIENeLAQwYGAC0XYBkdIzypKYPCJW0NMXEBIpvcCCXLkjUglSMGJ3aJ3nU6rGevSuTkzTN3bpPDI6dGUBDoG2Qn7ys7ZMfvG/rKre6fF6ZTm3+xQN1te4Vd7DvuXLh91OdQVNq9dDzhMUj+cSqGG8TSNpHR+yjRzWq35jd0P50sTi4PxEPvMz ijfJ3bKflJCt3FhfVkQix+RoxWVbi/kLlgeKZbeFkcXRgtT77JldWAArzFMGxnDFGYxjzJ99zt+4Tf+aBVtT9vXDlpSrS3zvMKN0o7+AXM2sS0=</latexit>
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結果は同じ！でも でなくてもよい。
<latexit sha1_base64="SL5pFUEBCac6o+Jvs0EJbqfxKJE="></latexit>
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本物の磁気単極⼦がなく
ても
Wi$en効果は⾒えるかも
しれない:

細いソレノイドをトポロ
ジカル絶縁体の中にさし
て電流を流して磁場をか
けると電荷を獲得できる
のではないか？

S

N

<latexit sha1_base64="wjy1pQOFtXWobm7H1gC5G46LsvM="></latexit>
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原⼦間隔程度の細いソレ
ノイドは難しい。
格⼦でシミュレーション
ならできる:

n を0から1に連続的に変
化させ何が起こるか⾒て
みよう。

S

N
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連続磁荷の場合
x =(L+1)/2 平⾯
の波動関数分布
(weighted by r2) 
n=0
では全て外側の
Domain-wallに局在。

N
S



連続磁荷の場合
x =(L+1)/2 平⾯
の波動関数分布

n=0.3



連続磁荷の場合
x =(L+1)/2 平⾯
の波動関数分布

n=0.5

Dirac string
まわりがnormal insu
Latorになり電⼦を引きつけている。



連続磁荷の場合
x =(L+1)/2 平⾯
の波動関数分布

n=0.7

波動関数の半分
がmonopoleに近づく。



連続磁荷の場合
x =(L+1)/2 平⾯
の波動関数分布

n=1.0

Dirac stringまわりは
Topological insulatorに戻る。



Domain-wallのtopology change

Domain-wall の内側がtopological insulator, 外側がnormal insulator.
Dirac s[ng まわりがnormal insulatorにかわる-> 2つのsphereに分離
することでエッジ状態の電荷の半分がmonopoleに供給される。
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まとめ
WiKen 効果:磁気単極⼦をトポロジカル絶縁体に⼊れると、1/2の電
荷を持つ。その微視的機構を明らかにした。
1. 普通の絶縁体とトポロジカル絶縁体がどう違うのか？

PV正則化の質量と⽐べて相対的に負の質量であればトポロジカル。
2. どうして電⼦が束縛されるのか？
磁気単極⼦の磁場が強い正の質量補正を⽣み、domain-wallを⽣成するか
ら(負の質量のときのみ)。

3. どうしてカイラルな境界条件が課されるのか？
domain-wallに局在するゼロモードがA,yah-Singerの指数で守られている。

4. どうして電荷が1/2になるのか？
AS指数のcobordism不変性より、トポロジカル絶縁体の表⾯の端状態とペ
アで存在、トンネル効果で混ざり、half-fillingではその1つのみが占有さ
れ、磁気単極⼦まわりには波動関数の半分だけが局在するから（もう半分
は表⾯に局在）。



先⾏研究との⽐較1

磁場を変えると topological phaseが
変わる現象は量⼦Hall効果でおなじみ。

私たちの解析は
ここに対応

初⾙研究室@筑波⼤のwebpageより



先⾏研究との⽐較2

Wilson 項を加える解析
Zhao and Shen 2012,  Tyner & Goswami 2022 
は私たちと本質的に同じ解を導出。

しかし、この解が有限の半径にピークを持ち、2次元球⾯の
Dirac⽅程式の解になっていることには気づかなかった模様。

<latexit sha1_base64="liG/r68Pg0RucgQMin3ZxTJlA24="></latexit>
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先⾏研究との⽐較3

数値的な解析
Rosenberg and Franz 2010, 
Zhao and Shen 2012,  
Tyner & Goswami 2022
は表⾯状態との
ペアリングを数値的に発⾒。

しかし、そのトポロジカルな意味
(=２次元球のA[yah-Singer指数)には⾔及なし。
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Subtlety of the charge
The effec1ve throy indicates

At θ=π mod 2πZ
qm=1 monopole has -1/2  mod Z electric charge.
Breaking of par1cle-hole symmetry would prefer 
-1/2 (half of one electron).
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