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今⽇の話: target spaceの量⼦もつれ

n Target space（標的空間）＝ 場が動く空間

• 場の理論でよく考えられている量⼦もつれは
base spaceの量⼦もつれ

<latexit sha1_base64="Ccg9zv01Y+bMV29pp9Pdj8EHgjo="></latexit>

~x

<latexit sha1_base64="8Lp81jclpG0NfuWo4Q6c4ytIM3s="></latexit>

�(~x)

base space

target space

• 実スカラー場
<latexit sha1_base64="+dpdkcgFdCpLQ1m8nFqAiOS0qD4="></latexit>

�(~x) 2 R

cf. base space(底空間) = 場が定義されている空間
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Ā

• 弦理論: base spaceではなくtarget spaceが私達の住む空間
<latexit sha1_base64="Tv6ZE40PErDedEYpfH1yfytEI5k="></latexit>

Xµ(�)
(world-sheet)

target spaceはあまり考えられていない
[Mazenc, Ranard (2019)], [Hampapura, Harper, Lawrence (2020)],
[Das, Kaushal, Mandal, Trivedi (2020)], [Das, Kaushal, Liu, Mandal, Trivedi (2020)]



今⽇の話: target spaceの量⼦もつれ

例: BFSS模型（⾏列量⼦⼒学） ＝ M理論

• (1+0)次元の場の理論（＝量⼦⼒学）
<latexit sha1_base64="hqQP4vvVQp6MJfHW/8wVblVQSpA="></latexit>

�(t, ~x) base spaceなし

• 量⼦もつれはホログラフィーの観点でも重要

n ⼿始めに、⾏列1個の⼀番簡単な⾏列量⼦⼒学を考えた

base spaceの量⼦もつれはない。target spaceは？

• 同種粒⼦(フェルミオン)の量⼦⼒学

笠-⾼柳

重⼒理論の量⼦もつれ 笠-⾼柳の量⼦補正, アイランド

<latexit sha1_base64="0DAHE2zX7dtgCgFT+MKeLM8/Z3o="></latexit>
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Outline

n Introduction

n Target space EEの定義
EEの定義を拡張する

n 同種粒⼦の量⼦⼒学の場合
特にフェルミオン

n 具体例
⼀次元⾃由フェルミガス



Introduction

n 場の量⼦論の(base space)エンタングルメントエントロピー
<latexit sha1_base64="HYmmOvdAErLJ14FxJIRY9vxCFmM="></latexit>

A

<latexit sha1_base64="aWR9FNQf20Yyi9sECJBZknnk/b8="></latexit>

Ā
<latexit sha1_base64="0R9pIcmNJYOSICV3ZQ4Bz8NBHCU="></latexit>

S ⇠ Area

✏d�2⾯積則 紫外発散

n 量⼦重⼒の(base space)エンタングルメントエントロピー
<latexit sha1_base64="ujkQalP2G4YmyS6Y/VLlo+/rJmA="></latexit>

S ⇠ Area

`d�2
p

予想 紫外有限
• Bekenstein-Hawking
• Newton定数のくりこみ

[Bianchi-Myers (2012)]

⼀例： 2D string = (c=1)-matrix model
[Das (1995)], [Hartnoll, Mazenc (2015)]finite NでEEは確かに有限

<latexit sha1_base64="1rPIzf0wHjj4v1CvvwYgnHX/ogc="></latexit>

S =
Area

4G



提案
n 量⼦重⼒の(base space) EE

<latexit sha1_base64="ujkQalP2G4YmyS6Y/VLlo+/rJmA="></latexit>

S ⇠ Area

`d�2
p

l ホログラフィックな理論で、この量をどう定義する？

• 笠-⾼柳 極⼩曲⾯にしか使えない

• base spaceがない場合もある BFSS
<latexit sha1_base64="VHksEK6GWdJbx8Bag4JglqWxR+M="></latexit>
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提案
n 量⼦重⼒の(base space) EE
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l ホログラフィックな理論で、この量をどう定義する？

• 笠-⾼柳 極⼩曲⾯にしか使えない

• base spaceがない場合もある

l 新しい提案 [Das, Kaushal, Mandal, Trivedi (2020)], see also [Das, Kaushal, Liu, Mandal, Trivedi (2020)]

base space EE in QG  =  target space EE in dual theory

u target space EE was proposed by [Mazenc, Ranard (2019)]
motivated by [Das (1995)], [Hartnoll, Mazenc (2015)]

BFSS
<latexit sha1_base64="VHksEK6GWdJbx8Bag4JglqWxR+M="></latexit>
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target space EEの定義？

<latexit sha1_base64="HYmmOvdAErLJ14FxJIRY9vxCFmM="></latexit>

A
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l 普通のbase space EE
<latexit sha1_base64="XAhCl/6fBDSpIGrCk+U4uHNksYM="></latexit>

H = HA ⌦HĀ, (HA = ⌦x2AHx, HĀ = ⌦x2ĀHx)
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⇢A = trĀ ⇢
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SA = � trA ⇢A log ⇢A密度⾏列
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Ø 問題
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�(~x)

base space

target space

ヒルベルト空間はtarget spaceに関してテンソル積の構造でない
<latexit sha1_base64="ecIV0vU6lIj4J/vQ7Zf/C7GMy00="></latexit>

H 6= ⌦�2RH�

部分トレースどう計算？
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EEの⼀般化として、これ⾃体⾯⽩い

<latexit sha1_base64="CtdWZNjTldmoh3sGsxu0QwTYJTA="></latexit>⇢
<latexit sha1_base64="1hC0ZeAPdOPorlsf4wMsXsVvKko="></latexit>

⇢A = trĀ ⇢
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l reduced density matrixの意味を考え直すと、
もっと⼀般の場合に使える定義が可能
(代数的場の理論、格⼦ゲージ理論等で使われている）

部分トレースどう計算？
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部分代数とreduced density matrix
l reduced density matrix

<latexit sha1_base64="y3iEliuMUAON34T21jQURsC7ezc="></latexit>

B
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⇢B = trB̄ ⇢
<latexit sha1_base64="mXQLxFBHi5hfmXbpWQ9Kntl9T3I="></latexit>

trB(⇢BOB) = tr(⇢OB)
<latexit sha1_base64="5UskwAmt/5hwFAhqBTkUrwtQ1NY="></latexit>

8OB 2 L(HB)



部分代数とreduced density matrix
l reduced density matrix

• 𝐵にだけ作⽤する演算⼦の集合
部分代数
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A = L(HB)⌦ 1B̄ ⇢ L(H)
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部分代数とreduced density matrix
l reduced density matrix

• 𝐵にだけ作⽤する演算⼦の集合
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l もっと⼀般の部分代数 でも同じ定義とする.
<latexit sha1_base64="UPQhaSGGdvHGRpUiwBTTiUYYMcU="></latexit>

A

部分代数ごとに``reduced density matrix’’が定義できる!

<latexit sha1_base64="c+pDLms31rxiQpt6DQxHkioNPIQ="></latexit>

⇢A 2 A s.t. tr(⇢AO) = tr(⇢O) 8
O 2 A
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ヒルベルト空間の分解
部分代数

<latexit sha1_base64="kpB+nLhDKnWLi9Myv1loARHzEFc="></latexit>

A ⇢ L(H)

定理：ヒルベルト空間は次の形にブロック分解可能
<latexit sha1_base64="PZbnVuE957c0BjFIq57FC0sh674="></latexit>

H =
M

k

HAk ⌦HĀk

<latexit sha1_base64="UaEtyBlnCwhyJLwKR/s/S7SVIN4="></latexit>

A =
M

k

L(HAk)⌦ 1Āks.t.

⼀般にはテンソル積そのものにはならないが、テンソル積の直和には分解できる!



l の構成法

ヒルベルト空間の分解
部分代数
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⼀般にはテンソル積そのものにはならないが、テンソル積の直和には分解できる!
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各ブロックへの射影

l の構成法

ヒルベルト空間の分解
部分代数

<latexit sha1_base64="kpB+nLhDKnWLi9Myv1loARHzEFc="></latexit>
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定理：ヒルベルト空間は次の形にブロック分解可能
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⼀般にはテンソル積そのものにはならないが、テンソル積の直和には分解できる!

<latexit sha1_base64="76EajaOIiHmBiwEYv8DJvpK6w88="></latexit>

⇧k

<latexit sha1_base64="/82UTiKq1rrt8ai5yUaOY+yzu/g="></latexit>

pk = tr(⇧k⇢⇧k), ⇢k =
1

pk
⇧k⇢⇧k

<latexit sha1_base64="uZA2oUrgcsks+SaXKgpnknIEezU="></latexit>

⇢k,A = trĀk
⇢k

<latexit sha1_base64="sCGU+/blvhwLK8ezNqHbP5rUPuw="></latexit>

⇢A =
M

k

pk ⇢k,A ⌦
1Āk

dim(HĀk
)
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シン・エンタングルメントエントロピーの定義
<latexit sha1_base64="PZbnVuE957c0BjFIq57FC0sh674="></latexit>

H =
M

k

HAk ⌦HĀk

<latexit sha1_base64="ZmQXm2ZmMpaQMuSlCTEhHB2FVxQ="></latexit>

⇢A =
M

k

pk ⇢k,A
<latexit sha1_base64="xkHFBJUKqc+/20D1Qk/BlT2HZeI="></latexit>

HA =
M

k

HAk縮約密度⾏列 on

<latexit sha1_base64="kBJmekSVtSRl5ShdJ+9Q0gKjPNI="></latexit>

⇢A =
M

k

pk ⇢k,A ⌦
1Āk

dim(HĀk
)

on
<latexit sha1_base64="btQnHBjpKM3RdlZvPizxI0AWVKw="></latexit>

pk = tr(⇧k⇢⇧k), ⇢k =
1

pk
⇧k⇢⇧k



シン・エンタングルメントエントロピーの定義
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M

k

HAk

<latexit sha1_base64="ZRy8500JC3MEeHO24isUpzcuR1M="></latexit>

SA(⇢) = � trA ⇢A log ⇢A = Scl
A(⇢) + Sq

A(⇢)

各セクターのEEを平均化したもの

古典確率分布 のShannonエントロピー
<latexit sha1_base64="z4hcq1Wvlu4Kf/gxQcw0kZyOvDs="></latexit>

Scl
A(⇢) = �

X

k

pk log pk

cf. symmetry resolved EE

縮約密度⾏列 on

<latexit sha1_base64="kBJmekSVtSRl5ShdJ+9Q0gKjPNI="></latexit>

⇢A =
M

k

pk ⇢k,A ⌦
1Āk

dim(HĀk
)

on
<latexit sha1_base64="btQnHBjpKM3RdlZvPizxI0AWVKw="></latexit>

pk = tr(⇧k⇢⇧k), ⇢k =
1

pk
⇧k⇢⇧k

<latexit sha1_base64="CxXK6HiLsScwtEVnbYnhlfhp7ps="></latexit>

{pk}

<latexit sha1_base64="9hxoVNhZAObZfKqbl/GmRPZ/7U4="></latexit>

Sq
A(⇢) =

X

k

pkS(⇢k,A)



ここまでのまとめ
l 使える演算⼦が制限されている観測者に対して、全体がわからないことによる

不確定さの度合いとしてエントロピーが定義できる。



ここまでのまとめ
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B̄
𝐵内のことしかわからない⼈にとってのエントロピー＝通常のEE

Ø 演算⼦の制限⽅法（部分代数のとり⽅）は⾊々

l 使える演算⼦が制限されている観測者に対して、全体がわからないことによる
不確定さの度合いとしてエントロピーが定義できる。



ここまでのまとめ
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B̄
𝐵内のことしかわからない⼈にとってのエントロピー＝通常のEE

Ø 演算⼦の制限⽅法（部分代数のとり⽅）は⾊々

• ⼀般的なエンタングルメントエントロピー

• ⼀般的なRenyiエントロピー

l 使える演算⼦が制限されている観測者に対して、全体がわからないことによる
不確定さの度合いとしてエントロピーが定義できる。

<latexit sha1_base64="gwa85yThal0AzRr0N0Bb/SBpj48="></latexit>

SA(⇢) = Scl
A(⇢) + Sq

A(⇢)

<latexit sha1_base64="SOThhImkW4oNGRcF8wC+ZKBR+c0="></latexit>

S(n)
A (⇢) =

log trA ⇢nA
1� n

=
log

⇣P
k p

n
k trAk ⇢

n
k,A

⌘

1� n

<latexit sha1_base64="+MMb5kEuBY9hEwrPPzVTaCYhayw="></latexit>

Scl
A(⇢) = �

X

k

pk log pk, Sq
A(⇢) =

X

k

pkS(⇢k,A)



具体例：Qubit 横⽮君のトーク in 阪⼤合宿@わっぱる

n 𝑧⽅向のスピンしか測れない⼈

n 1個のqubit
<latexit sha1_base64="ZKudlQRmZz0BDrGJ64NzRUU81Dk="></latexit>

H = span{|+i , |�i}

<latexit sha1_base64="229j0aSNpcwEIoJyDobrCWmlrvM="></latexit>

| i = cos
✓

2
|+i+ ei� sin

✓

2
|�i純粋状態

<latexit sha1_base64="zho1Ivhafn0Gs2iiEaPFS707iww="></latexit>

A = span{1,�z} =
n
c+

✓
1 0
0 0

◆o
�

n
c�

✓
0 0
0 1

◆o



具体例：Qubit 横⽮君のトーク in 阪⼤合宿@わっぱる

n 𝑧⽅向のスピンしか測れない⼈

n 1個のqubit
<latexit sha1_base64="ZKudlQRmZz0BDrGJ64NzRUU81Dk="></latexit>

H = span{|+i , |�i}

<latexit sha1_base64="zho1Ivhafn0Gs2iiEaPFS707iww="></latexit>

A = span{1,�z} =
n
c+

✓
1 0
0 0

◆o
�

n
c�

✓
0 0
0 1

◆o

<latexit sha1_base64="/+3vBcnwDt88D0feR8Tt1EuTK1A="></latexit>

H = span{|+i}� span{|�i}

<latexit sha1_base64="229j0aSNpcwEIoJyDobrCWmlrvM="></latexit>

| i = cos
✓

2
|+i+ ei� sin

✓

2
|�i

<latexit sha1_base64="uAiktIf13FKiFkD/etsxMTD9i4A="></latexit>✓
p+ = cos2

✓

2
, p� = sin2

✓

2

◆
<latexit sha1_base64="AkDTKjNpB9nfqMfydnEZZaD1EU4="></latexit>

SA( ) = �p+ log p+ � p� log p�

エントロピー＝不確定度

純粋状態



具体例：Qubit 横⽮君のトーク in 阪⼤合宿@わっぱる

n 𝑧⽅向のスピンしか測れない⼈

n 1個のqubit
<latexit sha1_base64="ZKudlQRmZz0BDrGJ64NzRUU81Dk="></latexit>

H = span{|+i , |�i}

<latexit sha1_base64="zho1Ivhafn0Gs2iiEaPFS707iww="></latexit>

A = span{1,�z} =
n
c+

✓
1 0
0 0

◆o
�

n
c�

✓
0 0
0 1

◆o

<latexit sha1_base64="/+3vBcnwDt88D0feR8Tt1EuTK1A="></latexit>

H = span{|+i}� span{|�i}

<latexit sha1_base64="229j0aSNpcwEIoJyDobrCWmlrvM="></latexit>

| i = cos
✓

2
|+i+ ei� sin

✓

2
|�i

n 何でも測れる⼈
<latexit sha1_base64="NVPfXgkClM4yiOoVgY+d9bAa9p4="></latexit>

A = span{1,�x,�y,�z}

<latexit sha1_base64="uAiktIf13FKiFkD/etsxMTD9i4A="></latexit>✓
p+ = cos2

✓

2
, p� = sin2

✓

2

◆

(この⼈にとっては)純粋状態は曖昧さのない状態

<latexit sha1_base64="AkDTKjNpB9nfqMfydnEZZaD1EU4="></latexit>

SA( ) = �p+ log p+ � p� log p�

<latexit sha1_base64="dYAF9uGw8HWrk9uVD/G/phABrTY="></latexit>

SA( ) = 0 通常のvon Neumann entropy

エントロピー＝不確定度

純粋状態



次の話

Ø (多)粒⼦の量⼦⼒学に対して
target space EEを考える.

𝐴

<latexit sha1_base64="it39/bxsEx+mLeSBA6KYT1fTxY0="></latexit>x

<latexit sha1_base64="ZHDVWzHoXyRrWnKxfX7cj0Nld84="></latexit>

H =
X

i

p
2
i

2m
+ V (x)



Outline

n Introduction

n Target space EEの定義
EEの定義を拡張する

n 同種粒⼦の量⼦⼒学の場合
特にフェルミオン

n 具体例
⼀次元⾃由フェルミガス



⼀粒⼦の量⼦⼒学

𝑥
𝐴

波動関数𝜓(𝑥)
n 空間𝑀を動く粒⼦の量⼦⼒学

<latexit sha1_base64="ngDWiA9H3+zcfpN3dljjck+g/1k="></latexit>

| i =
Z

M
dx (x) |xi

𝑥についてテンソル積になっていない



l 部分領域 𝐴 ⊂ 𝑀にだけ作⽤できる⼈にとってのEEを考える

⼀粒⼦の量⼦⼒学

𝑥
𝐴

波動関数𝜓(𝑥)
n 空間𝑀を動く粒⼦の量⼦⼒学

<latexit sha1_base64="ngDWiA9H3+zcfpN3dljjck+g/1k="></latexit>

| i =
Z

M
dx (x) |xi

<latexit sha1_base64="CamHnr375Z44ZFEFoSn9x0tJ0S4="></latexit>Z

A
dxdx

0
O(x, x0) |xihx0|

<latexit sha1_base64="OEiOUUYEr8n43PeLEMyXavguvlw="></latexit>

A(A) = Span

n
|xihx0|

���x, x0 2 A
o
[
nZ

Ā
dx |xihx|

o�

𝑥についてテンソル積になっていない

こういう演算 だけできる⼈

部分代数



⼀粒⼦の量⼦⼒学のEE

<latexit sha1_base64="o5wmpGXvTQ1vGsIrDUiF32sHPUI="></latexit>

H = H1 �H0

• 𝐴, �̅�への射影

<latexit sha1_base64="WB9XYGWsfEZ6ghxsO/iajZsJnsk="></latexit>

H1 = ⇧AH
<latexit sha1_base64="msqFGDkCh2msRVHTixogdGa1aZM="></latexit>

H0 = ⇧ĀH: 粒⼦が𝐴にいる. : 粒⼦が𝐴にいない(�̅�にいる).

<latexit sha1_base64="my860Npm4+yiOziA8CkxB6pq6qc="></latexit>

⇧A =

Z

A
dx |xihx| , ⇧Ā =

Z

Ā
dx |xihx|

<latexit sha1_base64="a53Rk73PNQp2QxW5nz+C5U3rGog="></latexit>

| i =
Z

A
dx (x) |xi+

Z

Ā
dx (x) |xi



⼀粒⼦の量⼦⼒学のEE

<latexit sha1_base64="o5wmpGXvTQ1vGsIrDUiF32sHPUI="></latexit>

H = H1 �H0

• 𝐴, �̅�への射影

<latexit sha1_base64="WB9XYGWsfEZ6ghxsO/iajZsJnsk="></latexit>

H1 = ⇧AH
<latexit sha1_base64="msqFGDkCh2msRVHTixogdGa1aZM="></latexit>

H0 = ⇧ĀH: 粒⼦が𝐴にいる. : 粒⼦が𝐴にいない(�̅�にいる).

<latexit sha1_base64="ZmQXm2ZmMpaQMuSlCTEhHB2FVxQ="></latexit>

⇢A =
M

k

pk ⇢k,A• ``縮約密度⾏列’’
<latexit sha1_base64="ZRy8500JC3MEeHO24isUpzcuR1M="></latexit>

SA(⇢) = � trA ⇢A log ⇢A = Scl
A(⇢) + Sq

A(⇢)

<latexit sha1_base64="my860Npm4+yiOziA8CkxB6pq6qc="></latexit>

⇧A =

Z

A
dx |xihx| , ⇧Ā =

Z

Ā
dx |xihx|

<latexit sha1_base64="a53Rk73PNQp2QxW5nz+C5U3rGog="></latexit>

| i =
Z

A
dx (x) |xi+

Z

Ā
dx (x) |xi



⼀粒⼦の量⼦⼒学のEE

<latexit sha1_base64="o5wmpGXvTQ1vGsIrDUiF32sHPUI="></latexit>

H = H1 �H0

[Mazenc, Ranard (2019)]

• 𝐴, �̅�への射影

<latexit sha1_base64="WB9XYGWsfEZ6ghxsO/iajZsJnsk="></latexit>

H1 = ⇧AH
<latexit sha1_base64="msqFGDkCh2msRVHTixogdGa1aZM="></latexit>

H0 = ⇧ĀH: 粒⼦が𝐴にいる. : 粒⼦が𝐴にいない(�̅�にいる).

<latexit sha1_base64="ZmQXm2ZmMpaQMuSlCTEhHB2FVxQ="></latexit>

⇢A =
M

k

pk ⇢k,A• ``縮約密度⾏列’’
<latexit sha1_base64="ZRy8500JC3MEeHO24isUpzcuR1M="></latexit>

SA(⇢) = � trA ⇢A log ⇢A = Scl
A(⇢) + Sq

A(⇢)

<latexit sha1_base64="3VfphA5654gY/OXyBep+0GKu7jQ="></latexit>

p1 = tr(⇧A⇢⇧A), ⇢1,A =
1

p1
⇧A⇢⇧A

<latexit sha1_base64="XZJCAnEHwoWBCRKDfMx9YdtVDrc="></latexit>

p0 = tr(⇧Ā⇢⇧Ā), ⇢0,A = 1

<latexit sha1_base64="LOlLE9qGvK9KP5kplCODL3wJM+4="></latexit>

SA(⇢) = �
1X

i=0

pi log pi � p1 tr1 ⇢1,A log ⇢1,A

<latexit sha1_base64="iIsFU1/OBUqvWxeD51VskS6gCOo="></latexit>

⇢A = p0 + p1⇢1,A

classical quantum

<latexit sha1_base64="my860Npm4+yiOziA8CkxB6pq6qc="></latexit>

⇧A =

Z

A
dx |xihx| , ⇧Ā =

Z

Ā
dx |xihx|

<latexit sha1_base64="a53Rk73PNQp2QxW5nz+C5U3rGog="></latexit>

| i =
Z

A
dx (x) |xi+

Z

Ā
dx (x) |xi



古典確率分布(Bernoulli分布) の
Shannonエントロピー

純粋状態の場合

<latexit sha1_base64="O39/BSrAmOkV+T9Q5XVHjvbuWRI="></latexit>

p1 =

Z

A
dx| (x)|2

<latexit sha1_base64="J7n6/lm9swDtRGVROxBU4yBgeH4="></latexit>

| i =
Z

A
dx (x) |xi+

Z

Ā
dx (x) |xi

<latexit sha1_base64="uShlrtDRSGM+wD/GkHTTY/B3WNI="></latexit>

p0 =

Z

Ā
dx| (x)|2 = 1� p1 <latexit sha1_base64="KbF+gs9DtTcE95ROuFyI8L5WLxA="></latexit>⇢1,A

pure state on 

<latexit sha1_base64="4TzZeDkknFQWa4gvLgwi0Dft58c="></latexit>

SA( ) = �p1 log p1 � (1� p1) log(1� p1) =: H(p1)

粒⼦が𝐴にいる確率
<latexit sha1_base64="m42HGLaFuWXj7tj2OjawtWub/Rk="></latexit>

H1粒⼦が𝐴にいない確率

<latexit sha1_base64="1Z4M8iAgjfrSLxbiKhKdbiBPMw8="></latexit>

{p1, 1� p1}

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

<latexit sha1_base64="NLy3CCTRECNo56C9ipinEm5v9Is="></latexit>p1

<latexit sha1_base64="GXjddxIeJr+HqtVgOfUq8uM3FDY="></latexit>

H(p1)
<latexit sha1_base64="qTtiY2ascxS8NMTkf3OlgfROgEg="></latexit>

log 2

<latexit sha1_base64="2txkkSc+5i0GKT/KKiqwXEhKOJU="></latexit>

SA(⇢) = �
1X

i=0

pi log pi � p1 tr1 ⇢1,A log ⇢1,A



• (反)対称セクターへの射影

同種粒⼦の多体系の量⼦⼒学
<latexit sha1_base64="Acy+qC6bZUdd3Xwc16OeBRRzpQs="></latexit>

 (x�(1), · · · , x�(N)) = (±)sgn� (x1, · · · , xN )n ボソン orフェルミオン
<latexit sha1_base64="v9qEwliE+KvktkGZDQPUy0HsHIo="></latexit>

P± | 1i · · · | N i = 1

N !

X

�2SN

(±)sgn�
�� �(1)

↵
· · ·

�� �(N)

↵<latexit sha1_base64="2K93HlTWfB8XAV66bgad27Ib3oA="></latexit>

P±



• (反)対称セクターへの射影

同種粒⼦の多体系の量⼦⼒学
<latexit sha1_base64="Acy+qC6bZUdd3Xwc16OeBRRzpQs="></latexit>

 (x�(1), · · · , x�(N)) = (±)sgn� (x1, · · · , xN )n ボソン orフェルミオン
<latexit sha1_base64="v9qEwliE+KvktkGZDQPUy0HsHIo="></latexit>

P± | 1i · · · | N i = 1

N !

X

�2SN

(±)sgn�
�� �(1)

↵
· · ·

�� �(N)

↵<latexit sha1_base64="2K93HlTWfB8XAV66bgad27Ib3oA="></latexit>

P±

• 𝐴に𝑘個, �̅�に𝑁 − 𝑘個いる状態への射影
<latexit sha1_base64="hpsupIpkuIVMCJO9E27asG3TrOQ="></latexit>

⇧k(A) =

✓
N

k

◆
P±

⇣
⇧⌦k

A ⌦⇧⌦(N�k)
Ā

⌘
P±

<latexit sha1_base64="mz7VDs1yT0RdkzX77En7cEnJxDc="></latexit>

Hk = ⇧k(A)H(N)

<latexit sha1_base64="ycYprTuAYNLjFw0vxhKf+6oNN10="></latexit>

H
(N) =

NM

k=0

Hk



• (反)対称セクターへの射影

同種粒⼦の多体系の量⼦⼒学
<latexit sha1_base64="Acy+qC6bZUdd3Xwc16OeBRRzpQs="></latexit>

 (x�(1), · · · , x�(N)) = (±)sgn� (x1, · · · , xN )n ボソン orフェルミオン
<latexit sha1_base64="v9qEwliE+KvktkGZDQPUy0HsHIo="></latexit>

P± | 1i · · · | N i = 1

N !

X

�2SN

(±)sgn�
�� �(1)

↵
· · ·

�� �(N)

↵<latexit sha1_base64="2K93HlTWfB8XAV66bgad27Ib3oA="></latexit>

P±

• 𝐴に𝑘個, �̅�に𝑁 − 𝑘個いる状態への射影
<latexit sha1_base64="hpsupIpkuIVMCJO9E27asG3TrOQ="></latexit>

⇧k(A) =

✓
N

k

◆
P±

⇣
⇧⌦k

A ⌦⇧⌦(N�k)
Ā

⌘
P±

<latexit sha1_base64="mz7VDs1yT0RdkzX77En7cEnJxDc="></latexit>

Hk = ⇧k(A)H(N)

<latexit sha1_base64="ycYprTuAYNLjFw0vxhKf+6oNN10="></latexit>

H
(N) =

NM

k=0

Hk

<latexit sha1_base64="XgFBXxbh11/zC1KUFFkiUgZ8Jj0="></latexit>

pk = tr[⇧k(A)⇢⇧k(A)]• 各セクターの確率
<latexit sha1_base64="OYzDyi41QjDIp4JH/rf9OYcLaJc="></latexit>

pk =

✓
N

k

◆Z

A
dky

Z

Ā
dN�kz | (~y, ~z)|2ü pure state



同種粒⼦の多体系の量⼦⼒学のEE
<latexit sha1_base64="ycYprTuAYNLjFw0vxhKf+6oNN10="></latexit>

H
(N) =

NM

k=0

Hk

• 各セクターの密度⾏列
<latexit sha1_base64="8XqpgGo6WQlPoLrdlNyFoiAaZkg="></latexit>

⇢k =
1

pk
⇧k(A)⇢⇧k(A)

• 各セクターの縮約密度⾏列
<latexit sha1_base64="Vc3JutTAoDM/Fs+7AmMEFA5kWqs="></latexit>

⇢k,A = trĀ ⇢k

<latexit sha1_base64="VRVw3gHn6GbAFSpgdA2nI0A7XVY="></latexit>

⇢k,A =

�N
k

�

pk

Z

A
dkydky0

Z

Ā
dN�kz ⇢(~y, ~z, ~y0, ~z)

���~y
ED

~y0
���

<latexit sha1_base64="5QGg44mF05CVpkRThioxXEx8EwU="></latexit>

SA(⇢) = Scl
A (⇢) + Sq

A(⇢)• Target space EE

<latexit sha1_base64="b6dWhtGnpyMcL4tS1qz9XtdGu8s="></latexit>

Scl
A (⇢) = �

NX

k=0

pk log pk, Sq
A(⇢) = �

NX

k=0

pk trA ⇢k,A log ⇢k,A

Shannon entropy 各セクターのEEの平均



フェルミオンの場合（⾏列量⼦⼒学の場合）
<latexit sha1_base64="oAVZq2FpEBmCHqysveEZfVgbr5Y="></latexit>

 (~x) =
1p
N !

X

�2SN

(�)sgn��1(x�(1)) · · ·�N (x�(N))• Slater determinant
<latexit sha1_base64="NTKRwm5Nq/6ES/GJfNiynnMxdg8="></latexit>Z

M
dx�i(x)�

⇤
j (x) = �ij



フェルミオンの場合（⾏列量⼦⼒学の場合）
<latexit sha1_base64="oAVZq2FpEBmCHqysveEZfVgbr5Y="></latexit>

 (~x) =
1p
N !

X

�2SN

(�)sgn��1(x�(1)) · · ·�N (x�(N))• Slater determinant
<latexit sha1_base64="NTKRwm5Nq/6ES/GJfNiynnMxdg8="></latexit>Z

M
dx�i(x)�

⇤
j (x) = �ij

<latexit sha1_base64="hsZHwMqoY04fsPhnNHOv1Xib7fU="></latexit>

Xij(A) =

Z

A
dx�i(x)�

⇤
j (x)• overlap matrix ⼀般に対⾓的でない

Ø 固有値を𝜆!とする (0 ≤ 𝜆! ≤ 1)
<latexit sha1_base64="C+BUaZP5LB3V766KUSNvtGo5Jgc="></latexit>

Scl
A (⇢) = �

NX

k=0

pk log pk, Sq
A(⇢) = �

NX

k=0

pk trA ⇢k,A log ⇢k,A は 𝜆!で書ける.



フェルミオンのEEの古典部分
<latexit sha1_base64="VW5EB3lGwHOf4NIazzqOseHeyE0="></latexit>

Scl
A (⇢) = �

NX

k=0

pk log pk

• N種類のコイン（それぞれ表の確率𝜆! , 裏の確率1 − 𝜆!）

• 表が𝑘個の確率

l Poisson⼆項分布のShannonエントロピーと同じ.

<latexit sha1_base64="8hQYlXUbrUCZ5s3ayLJTmPVi7Us="></latexit>pk



フェルミオンのEEの古典部分
<latexit sha1_base64="VW5EB3lGwHOf4NIazzqOseHeyE0="></latexit>

Scl
A (⇢) = �

NX

k=0

pk log pk

• N種類のコイン（それぞれ表の確率𝜆! , 裏の確率1 − 𝜆!）

• 表が𝑘個の確率

l Poisson⼆項分布のShannonエントロピーと同じ.

<latexit sha1_base64="8hQYlXUbrUCZ5s3ayLJTmPVi7Us="></latexit>pk

l 表が出る確率の平均 を固定したとき、エントロピーが最⼤になるのは
<latexit sha1_base64="GXIp3hspy2+uQwH9Eooebb8MC/w="></latexit>

1

N

X

i

�i ⌘ �

<latexit sha1_base64="gcRFyEgC3e9Uw2U7g8BDL+sNbms="></latexit>

�1 = · · · = �N = �（普通の⼆項分布）.
<latexit sha1_base64="NdH1chKhV83vFLpwe01h/Brp6AU="></latexit>

Scl(�1, · · · ,�N )  Scl[B(N,�)] =
1

2
log[2⇡N�(1� �)] +

1

2
+O(1/N)

<latexit sha1_base64="qRHfIdh3qACJ/UaM6NGmhN0T8vg="></latexit>

Scl
A (⇢) . O(logN)

中⼼極限定理



フェルミオンのEE

<latexit sha1_base64="LZvlMXKoe4WOFbtXlFclqsuEnxI="></latexit>

SA(⇢) = S
cl
A (⇢) + S

q
A(⇢) =

X

i

H(�i)

l 古典+量⼦は簡単化

<latexit sha1_base64="h9MfftPbphG6/kjksQAD5Gejvao="></latexit>

H(�) = �� log �� (1� �) log(1� �) [Bernoulli分布のShannonエントロピー]

l 独⽴な𝑁個のBernoulli分布のShannonエントロピーと同じ

よりEEの最⼤値は
<latexit sha1_base64="GJZI0fLljMTdF9aj1cc0E4tR51A="></latexit>

H(�)  log 2
<latexit sha1_base64="ZQYc8FKyMn9zmET0tzid/aWUliI="></latexit>

N log 2

<latexit sha1_base64="Uj1KrHodzweC7DwpY3PX7Wzl6Ws="></latexit>

S(n)
A (⇢)  N log 2l Renyiエントロピーも同様



フェルミオンのEEの上限

l 古典部分 より⼤きい.

l 粒⼦数𝑁が有限ならば、エントロピーは有限. 場の理論だと⼀般に紫外発散.
⾏列模型のEEは有限.

<latexit sha1_base64="qRHfIdh3qACJ/UaM6NGmhN0T8vg="></latexit>

Scl
A (⇢) . O(logN)

<latexit sha1_base64="dPj73+dMHUweUb81riX+HIM9c60="></latexit>

SA(⇢)  N log 2

注：ヒルベルト空間の次元は無限



フェルミオンのEEの上限

l 古典部分 より⼤きい.

l 粒⼦数𝑁が有限ならば、エントロピーは有限. 場の理論だと⼀般に紫外発散.
⾏列模型のEEは有限.

<latexit sha1_base64="qRHfIdh3qACJ/UaM6NGmhN0T8vg="></latexit>

Scl
A (⇢) . O(logN)

l 最⼤ になるのは、 のとき.
<latexit sha1_base64="as2i/HYD5YBkmjjU62vAxfXEgro="></latexit>

N log 2

<latexit sha1_base64="ThWEA0AegwYvrioK4aryceP/umo="></latexit>

�1 = · · · = �N =
1

2

Ø 可能な配位の数 に等分配.
<latexit sha1_base64="qGWvnKt7SIRQjH9isRe6qw4faKQ="></latexit>

S = log 2N
<latexit sha1_base64="bUfYphNAiJ2Cl3FwhaRVFT8xAvg="></latexit>

2N ⽰量的, 体積則

ü これは⼀般的な上限. 基底状態等のEEはもっと⼩さい（準⽰量的, ⾯積則）

⼀次元⾃由フェルミガス

<latexit sha1_base64="dPj73+dMHUweUb81riX+HIM9c60="></latexit>

SA(⇢)  N log 2

<latexit sha1_base64="mmDa9cpk1s7RmMyNqqlIvGki9N8="></latexit>

SA(⇢) ⇠
1

3
logN

注：ヒルベルト空間の次元は無限

（あとで）



第⼆量⼦化表⽰
<latexit sha1_base64="qKAFuXIS2yX49JZv9U83jGmjb3M="></latexit>

SA(⇢) =
NX

i=1

H(�i) = � tr[X logX + (1N �X) log(1N �X)] <latexit sha1_base64="EHpIdZrSjHImN7YJ77cPU6rL9ak="></latexit>

X : N ⇥N overlap matrix

<latexit sha1_base64="LxO7pm5hrsl0lAS+AI5l6HR3850="></latexit>

| i = 1p
N !

Z
dNx (x1, · · · , xN )c†(x1) · · · c†(xN ) |0i• 第⼆量⼦化表⽰



第⼆量⼦化表⽰
<latexit sha1_base64="qKAFuXIS2yX49JZv9U83jGmjb3M="></latexit>

SA(⇢) =
NX

i=1

H(�i) = � tr[X logX + (1N �X) log(1N �X)] <latexit sha1_base64="EHpIdZrSjHImN7YJ77cPU6rL9ak="></latexit>

X : N ⇥N overlap matrix

<latexit sha1_base64="LxO7pm5hrsl0lAS+AI5l6HR3850="></latexit>

| i = 1p
N !

Z
dNx (x1, · · · , xN )c†(x1) · · · c†(xN ) |0i

<latexit sha1_base64="zdKPwCJN/GykTfn1ffH6MIEOmJU="></latexit>

Gx,y = h | c†(x)c(y) | i =
NX

i=1

�⇤
i (x)�i(y)

<latexit sha1_base64="yAPpnT11CT7IYozJfpQc6CeHD0o="></latexit>

S2nd
A (⇢) = � trA[G logG+ (1A �G) log(1A �G)]

• 2点関数 ∞×∞ matrix

• 普通のbase space EE

• 第⼆量⼦化表⽰



第⼆量⼦化表⽰
<latexit sha1_base64="qKAFuXIS2yX49JZv9U83jGmjb3M="></latexit>

SA(⇢) =
NX

i=1

H(�i) = � tr[X logX + (1N �X) log(1N �X)] <latexit sha1_base64="EHpIdZrSjHImN7YJ77cPU6rL9ak="></latexit>

X : N ⇥N overlap matrix

<latexit sha1_base64="LxO7pm5hrsl0lAS+AI5l6HR3850="></latexit>

| i = 1p
N !

Z
dNx (x1, · · · , xN )c†(x1) · · · c†(xN ) |0i

<latexit sha1_base64="zdKPwCJN/GykTfn1ffH6MIEOmJU="></latexit>

Gx,y = h | c†(x)c(y) | i =
NX

i=1

�⇤
i (x)�i(y)

<latexit sha1_base64="yAPpnT11CT7IYozJfpQc6CeHD0o="></latexit>

S2nd
A (⇢) = � trA[G logG+ (1A �G) log(1A �G)]

• 2点関数 ∞×∞ matrix

• 普通のbase space EE

target space EE in 1st picture = base space EE in 2nd picture w/ fixed 𝑁

<latexit sha1_base64="GMi8I83PWiodz5O7lArbZPjlBYE="></latexit>

SA(⇢) = S2nd
A (⇢)

• 第⼆量⼦化表⽰



ここまでは⼀般論

Target spaceやハミルトニアンを特定していない



Outline

n Introduction

n Target space EEの定義
EEの定義を拡張する

n 同種粒⼦の量⼦⼒学の場合
特にフェルミオン

n 具体例
⼀次元⾃由フェルミガス



…

円周上のフェルミガス
• ⼀粒⼦固有関数

<latexit sha1_base64="rcvguHK5/0EJOALp+5qyFL0qgzM="></latexit>

�i(x) =
1p
L
e

2⇡i
L nix

<latexit sha1_base64="lA4H/zLERqoG323wWB6PVtgqNA0="></latexit>

n1 = 0, n2 = �1, n3 = 1, n4 = �2, n5 = 2, · · ·

<latexit sha1_base64="RGCTJeOSv0NB0BCH8ql2AXYfIhg="></latexit>�
�L/2  x  L/2

�



…

円周上のフェルミガス
• ⼀粒⼦固有関数

<latexit sha1_base64="QkXdKwwOHiHR1HQw7Ou9AFZ2S2A="></latexit>

 (x) =
1p
N !

X

�2SN

(�)��1(x�(1)) · · ·�N (x�(N))• 基底状態 (𝑁 =奇数 とする)

𝐴

<latexit sha1_base64="rcvguHK5/0EJOALp+5qyFL0qgzM="></latexit>

�i(x) =
1p
L
e

2⇡i
L nix

<latexit sha1_base64="lA4H/zLERqoG323wWB6PVtgqNA0="></latexit>

n1 = 0, n2 = �1, n3 = 1, n4 = �2, n5 = 2, · · ·

<latexit sha1_base64="RGCTJeOSv0NB0BCH8ql2AXYfIhg="></latexit>�
�L/2  x  L/2

�



…

円周上のフェルミガス

<latexit sha1_base64="hsZHwMqoY04fsPhnNHOv1Xib7fU="></latexit>

Xij(A) =

Z

A
dx�i(x)�

⇤
j (x)• overlap matrix

• ⼀粒⼦固有関数

<latexit sha1_base64="QkXdKwwOHiHR1HQw7Ou9AFZ2S2A="></latexit>

 (x) =
1p
N !

X

�2SN

(�)��1(x�(1)) · · ·�N (x�(N))• 基底状態 (𝑁 =奇数 とする)

𝐴
• EE

<latexit sha1_base64="rcvguHK5/0EJOALp+5qyFL0qgzM="></latexit>

�i(x) =
1p
L
e

2⇡i
L nix

<latexit sha1_base64="lA4H/zLERqoG323wWB6PVtgqNA0="></latexit>

n1 = 0, n2 = �1, n3 = 1, n4 = �2, n5 = 2, · · ·

<latexit sha1_base64="RGCTJeOSv0NB0BCH8ql2AXYfIhg="></latexit>�
�L/2  x  L/2

�

<latexit sha1_base64="sUcogoFaH1ddoci62k8EFUxw4MY="></latexit>

S(A) = � tr[X logX + (1N �X) log(1N �X)]



EE for a single interval
l ⻑さ 𝑟𝐿 の区間のEE（円周との⽐が 𝑟 ）

overlap matrix
<latexit sha1_base64="S1SwvZk5Iliz2+FoLuZLVMzYXOA="></latexit>

Xij(A) =

Z

A
dx�i(x)�

⇤
j (x)

𝐴
<latexit sha1_base64="EdqhFSZ3NBfu9X1e0aUuu9ZarnI="></latexit>

rL
<latexit sha1_base64="A6LOhTHlErl9FMnMg5ETDT7zmEE="></latexit>

S(A) = � tr[X logX + (1N �X) log(1N �X)]
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EE for a single interval
l ⻑さ 𝑟𝐿 の区間のEE（円周との⽐が 𝑟 ）

overlap matrix
<latexit sha1_base64="S1SwvZk5Iliz2+FoLuZLVMzYXOA="></latexit>

Xij(A) =

Z

A
dx�i(x)�

⇤
j (x)

𝐴
<latexit sha1_base64="EdqhFSZ3NBfu9X1e0aUuu9ZarnI="></latexit>

rL

Not linear in 𝑵
<latexit sha1_base64="vDrecQfAV5yMMxHf5ebkDgrYAHk="></latexit>

r = 1/2

<latexit sha1_base64="8SR7WpVnzYjWdI4Vxqcm69TDSFo="></latexit>

N

<latexit sha1_base64="A6LOhTHlErl9FMnMg5ETDT7zmEE="></latexit>

S(A) = � tr[X logX + (1N �X) log(1N �X)]
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Large 𝑁
l 𝑁が⼤きいときの漸近形は解析的に計算可能 (XX模型と同じ計算に帰着)

<latexit sha1_base64="vDrecQfAV5yMMxHf5ebkDgrYAHk="></latexit>

r = 1/2

<latexit sha1_base64="8SR7WpVnzYjWdI4Vxqcm69TDSFo="></latexit>

N

<latexit sha1_base64="x/QZgU6eKJkrMHDsmE+EyGiqlcc="></latexit>

⌥1 = i

Z 1

�1
dw

⇡w

cosh2(⇡w)
log

�
�
1
2 + iw

�

�
�
1
2 � iw

� ⇠ 0.495

𝐴
<latexit sha1_base64="EdqhFSZ3NBfu9X1e0aUuu9ZarnI="></latexit>

rL

[Jin, Korepin (2004), Calabrese, Essler (2010)]
<latexit sha1_base64="a94a56y+hnfsxXmkjgrKlcbxSG8="></latexit>

S ⇠ 1

3
log[2N sin(⇡r)] +⌥1
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Large 𝑁
l 𝑁が⼤きいときの漸近形は解析的に計算可能 (XX模型と同じ計算に帰着)

<latexit sha1_base64="vDrecQfAV5yMMxHf5ebkDgrYAHk="></latexit>

r = 1/2

<latexit sha1_base64="8SR7WpVnzYjWdI4Vxqcm69TDSFo="></latexit>

N

<latexit sha1_base64="x/QZgU6eKJkrMHDsmE+EyGiqlcc="></latexit>

⌥1 = i

Z 1

�1
dw

⇡w

cosh2(⇡w)
log

�
�
1
2 + iw

�

�
�
1
2 � iw

� ⇠ 0.495

𝐴
<latexit sha1_base64="EdqhFSZ3NBfu9X1e0aUuu9ZarnI="></latexit>

rL

[Jin, Korepin (2004), Calabrese, Essler (2010)]

⼩さい𝑵でも割と良い近似

<latexit sha1_base64="a94a56y+hnfsxXmkjgrKlcbxSG8="></latexit>

S ⇠ 1

3
log[2N sin(⇡r)] +⌥1



場の理論との⽐較

𝐴
<latexit sha1_base64="EdqhFSZ3NBfu9X1e0aUuu9ZarnI="></latexit>

rL

• 𝑁粒⼦系

• 𝑐 = 1 CFT 𝛿: UV cutoff, �̃�: 正則化に依存する定数

<latexit sha1_base64="RVWQZGKwY9AVSEFSq8s2+pFelPo="></latexit>

N ⇠ L

�

注: XX模型の連続極限は𝑐 = 1 free fermion

粒⼦数~カットオフ

<latexit sha1_base64="+W8z850evMM077FqW4Mi+Qi7JUA="></latexit>

S ⇠ 1

3
log[N sin(⇡r)] +

✓
1

3
log 2 +⌥1

◆

<latexit sha1_base64="sEUSLQlvF4Q7ysN0pzCcL/zE+Os="></latexit>

S =
1

3
log


L

�
sin(⇡r)

�
+ c̃

場の理論的にnon universalな定数�̃�も
量⼦⼒学的には意味ある?



相互情報量

𝐼"

𝐼#

<latexit sha1_base64="f/SXvsNw+uBMia6VogI+UdBzc9Y="></latexit>

rL

<latexit sha1_base64="F7gnruivg+2CAOJB99h/ve0X2t0="></latexit>

dL

l 2つの区間の相互情報量(mutual information)
<latexit sha1_base64="wtwSEu1EG/jpbIgFlHoUGv/+DA8="></latexit>

I(I1; I2) = S(I1) + S(I2)� S(I1 [ I2) （領域間の相関）

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.000

0.002

0.004

0.006

0.008

0.010

𝑑

<latexit sha1_base64="/3e+eKm0+vFanemvix96JLoooUs="></latexit>

N = 101, r = 0.01

𝐼



0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.000

0.002

0.004

0.006

0.008

0.010

相互情報量

𝐼"

𝐼#

<latexit sha1_base64="f/SXvsNw+uBMia6VogI+UdBzc9Y="></latexit>

rL

<latexit sha1_base64="F7gnruivg+2CAOJB99h/ve0X2t0="></latexit>

dL

l 2つの区間の相互情報量(mutual information)
<latexit sha1_base64="wtwSEu1EG/jpbIgFlHoUGv/+DA8="></latexit>

I(I1; I2) = S(I1) + S(I2)� S(I1 [ I2) （領域間の相関）

𝑑

<latexit sha1_base64="/3e+eKm0+vFanemvix96JLoooUs="></latexit>

N = 101, r = 0.01

𝐼
<latexit sha1_base64="B/qGgvIUHsr1QyDdKKHz8aO+iNQ="></latexit>

1

3


2 log[2N sin(⇡r)] + log

sin[⇡(d+ r)] sin[⇡(d� r)]

sin2(⇡d)

�
+ 2⌥1

large 𝑵 (Fisher-Hartwig予想)



相互情報量

𝐼"

𝐼#

<latexit sha1_base64="f/SXvsNw+uBMia6VogI+UdBzc9Y="></latexit>

rL

<latexit sha1_base64="F7gnruivg+2CAOJB99h/ve0X2t0="></latexit>

dL

l 2つの区間の相互情報量(mutual information)
<latexit sha1_base64="wtwSEu1EG/jpbIgFlHoUGv/+DA8="></latexit>

I(I1; I2) = S(I1) + S(I2)� S(I1 [ I2) （領域間の相関）

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.000

0.002

0.004

0.006

0.008

0.010

<latexit sha1_base64="RkWduotfiKIj5bUoNyalTZ7UQ7c="></latexit>

I(I1; I2) ⇠
1

3
log

sin2(⇡d)

sin[⇡(d+ r)] sin[⇡(d� r)]

解析形（large 𝑵）

𝑁 → ∞でも有限！
場の理論でも⼀般に紫外有限.𝑑

<latexit sha1_base64="/3e+eKm0+vFanemvix96JLoooUs="></latexit>

N = 101, r = 0.01

𝐼

CFT (free compact boson at self-dual radius)の
結果と⼀致（なぜ？） [Calabrese, Cardy (2004)]



ま と め



Target spaceの量⼦もつれ
l 量⼦もつれの⼀般的定義

まだ基本的なことも調べられていない(はず)

• 演算⼦の部分代数ごとにエントロピーが定義できる

l 同種粒⼦の量⼦⼒学のtarget space EE

l ⼀次元⾃由フェルミガス

• EEの上限と有限性

• 数値計算とラージ𝑁での解析計算

⾊々応⽤がありそう

⾼次元, 外場, 励起状態, 有限温度, 相互作⽤, 摂動論, …



展望

target space EE in string theory = base space EE in SFT?

l target space EE in 1st picture = base space EE in 2nd picture

target space EE in field theory = base space EE in ***?

l Multi-matrix QM

今回は⾏列1個の場合(⾃由フェルミオン), 複数の場合をやりたい
BFSS, fermionic, BMN, …
量⼦⼒学ですらない場合？(IKKT)

l ホログラフィーとの関係



お ま け



⾏列の固有値の量⼦⼒学＝フェルミオン多体系
<latexit sha1_base64="0DAHE2zX7dtgCgFT+MKeLM8/Z3o="></latexit>

L =
1

2
tr Ẋ2 � trV (X)one-matrix QM

ポテンシャル𝑽の互いに相互作⽤していない⾮相対論的フェルミオン

<latexit sha1_base64="SbqJTjlbCcWwlzkD3zTdTbHmev4="></latexit>

X = U†xU

<latexit sha1_base64="TH4i2zAQ/OyoL0WfQATxSgfb+U0="></latexit>

x =

0

B@
x1

. . .

xN

1

CA
<latexit sha1_base64="to/nubcAJzQsfsZyKVg1cC3HJyY="></latexit>

H (X) = E (X)Schrödinger eq.

<latexit sha1_base64="7s1iYfJrj9g8fhiQ9Ly2zpqoe5Y="></latexit>

 (x, U)

<latexit sha1_base64="1lZGENho/MUp88qVy+mw537Wbvk="></latexit>

 (x) ⌘ �(x) (x)

<latexit sha1_base64="ZIpAFfD+4MVB5fSNXRavv7/kXtU="></latexit>

�(x) =
Y

i<j

(xi � xj)

<latexit sha1_base64="MtgiDMG92RPrnEFsEXKRth7OxU0="></latexit>"
NX

i=1

H(xi)

#
 (x) = E (x)

固有値について完全対称

固有値について完全反対称

対⾓化

<latexit sha1_base64="DsOEr9peP0qV7J65Sx0k02f+OhQ="></latexit>

�1

2

NX

i=1

@2
i (� ) +

NX

i=1

V (xi)� = E� 

<latexit sha1_base64="HoVcPgCBZaYuXG8E/TQAqvhyQY4="></latexit>

H(x) = �1

2
@
2
x + V (x)



詳細: EE for a single interval
l ⻑さ 𝑟𝐿 の区間のEE（円周との⽐が 𝑟 ）

overlap matrix
𝐴

<latexit sha1_base64="EdqhFSZ3NBfu9X1e0aUuu9ZarnI="></latexit>

rL

<latexit sha1_base64="8yRVRH2G8HTTj+0Ww7lJC1r5bCM="></latexit>

Xij(A) =

Z

A
dx�i(x)�

⇤
j (x) =

sin[⇡(i� j)r]

⇡(i� j)

適当に基底の順番を取り替えている

l スピン鎖模型(XX spin chain)のEEの計算と全く同じになる

<latexit sha1_base64="A6LOhTHlErl9FMnMg5ETDT7zmEE="></latexit>

S(A) = � tr[X logX + (1N �X) log(1N �X)]

JW変換

• gapless (critical) for ℎ < 1

<latexit sha1_base64="5KmX/AAMTmhtenDS6zPVzch9YGw="></latexit>

HXX = �
1X

l=�1

✓
1

2

⇥
�
x
l �

x
l+1 + �

y
l �

y
l+1

⇤
� h�

z
l

◆ <latexit sha1_base64="q/1vu6pU3X4FfHuDxRap01xRHLo="></latexit>

HTB = �
1X

l=�1

✓
c
†
l cl+1 + c

†
l+1cl + 2h


c
†
l cl �

1

2

�◆

<latexit sha1_base64="0MUT9Bwq5YHfTq1mWXZkPd5Jyok="></latexit>

Cij =
sin[kF (i� j)]

⇡(i� j)
• 相関関数⾏列

<latexit sha1_base64="d3kRLJeT5Sb1pg8PnRTwaRs+NpA="></latexit>

kF = arccos |h|

<latexit sha1_base64="rumfu6nWv/0Wys1j9OTfkLHRE8I="></latexit>

S(A) = � trA[CA logCA + (1N � CA) log(1N � CA)] 𝐴 (𝑁sites)



Toeplitz⾏列

<latexit sha1_base64="wPYOGDWcU45MAV5Qmrjv91Sl7PM="></latexit>

S(A) = �
NX

i=1

H(�i) =
1

2⇡i

I
dz H (z)

d log detT (z)

dz
<latexit sha1_base64="UKlCvxXC4d+DLVQGKyQ34eH0AHo="></latexit>

detT (z) =
NY

i=1

(z � �i)

<latexit sha1_base64="n0pz9vo4gJrrFI34YdktDoT1+AI="></latexit>

T (z) ⌘ z1N �X

0 1

<latexit sha1_base64="AwwBRkcYMm4CgT4flrxoVHinqIs="></latexit>

H(�) = �� log �� (1� �) log(1� �)

<latexit sha1_base64="HsjY+BeXMIFzwdAPLiY6qwWh78s="></latexit>2

666664

a b c d e
f a b c d
g f a b c
h g f a b
i h g f a

3

777775

<latexit sha1_base64="GMXJMyT5piOkOrk1MMOFHAi0LTk="></latexit>

Xij =
sin[⇡(i� j)r]

⇡(i� j)

Toeplitz⾏列のLarge 𝑁での⾏列式に関する予想を使う（Fisher-Hartwig予想）

<latexit sha1_base64="C9fu17wFKmMkJyGy1LXC7fpO/dg="></latexit>

detTがわかればEEが計算可能



Renyi entropy for a single interval
l Renyi entropyも同様

𝐴
<latexit sha1_base64="EdqhFSZ3NBfu9X1e0aUuu9ZarnI="></latexit>

rL
<latexit sha1_base64="rABaRgCkJlMtXN1JT08n4CwSLfA="></latexit>

H
(n)(�) =

log[�n + (1� �)n]

1� n

<latexit sha1_base64="a2qdbdBogH8FdnNIWdIUMvL8OwM="></latexit>

S
(n)(A) =

NX

i=1

H
(n)(�i) =

1

2⇡i

I
dz H

(n) (z)
d log detT (z)

dz

<latexit sha1_base64="psRJiQklwQAxGN4UmXIt7uLao/A="></latexit>

S(n) ⇠ 1

6

✓
1 +

1

n

◆
log[2N sin(⇡r)] +⌥n

<latexit sha1_base64="Rqccr8GobH+NJA+yoDDjMy1/h+E="></latexit>

⌥n =
n

i(1� n)

Z 1

�1
dw[tanh(⇡nw)� tanh(⇡w)] log

�
�
1
2 + iw

�

�
�
1
2 � iw

�



Two intervals

𝐼"

𝐼#

<latexit sha1_base64="f/SXvsNw+uBMia6VogI+UdBzc9Y="></latexit>

rL

<latexit sha1_base64="F7gnruivg+2CAOJB99h/ve0X2t0="></latexit>

dL
<latexit sha1_base64="X9RBqQdBxoNnIiEkGgkGDTHsMKI="></latexit>

Xjk(I1 [ I2) =
1

⇡(j � k)
{sin[⇡(j � k)(d+ r)]� sin[⇡(j � k)(d� r)]}

• overlap matrix

Toeplitz⾏列

• Renyi entropy (large 𝑁) 

<latexit sha1_base64="iI/jIcg7ZukMS7Sk5HfB68Poin4="></latexit>

det (z1N �X) ' e�4⇡iNr� [4N2 sin(⇡(d+ r)) sin(⇡(d� r))]�2�2


sin(⇡r)

sin(⇡d)

��4�2

[G(1 + �)G(1� �)]4

<latexit sha1_base64="GrL+ezja1pGy+ZPe/AO1j9k+WVA="></latexit>

�(z) =
1

2⇡i
log

z

z � 1

<latexit sha1_base64="/2Yaoeu59o51zuspW2G3v4OPLes="></latexit>

S(n)(I1 [ I2) '
1

6

✓
1 +

1

n

◆
2 log[2N sin(⇡r)] + log

sin[⇡(d+ r)] sin[⇡(d� r)]

sin2(⇡d)

�
+ 2⌥n

• large 𝑁

Barnes G


