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1. 次のベクトルの等式を証明しなさい。（a,b,c をまとめて一人で解答）

(a) (A×B) ·C = (B ×C) ·A = (C ×A) ·B
(b) A× (B ×C) = (A ·C)B − (A ·B)C

(c) A× (B ×C) +B × (C ×A) +C × (A×B) = 0

2. 3次元空間の場所 r⃗ = (x, y, z)の関数である任意のスカラー関数 ϕ(r⃗) とベクト
ル A(r⃗) に関して、以下の式を証明せよ

∇× (∇ϕ) = 0

∇ · (∇×A) = 0

∇× (∇×A) = ∇(∇ ·A)−∇2A

3. 極座標 (r, θ, ϕ)と直交座標 (x, y, z)の関係は (x, y, z) = (r sin θ cosϕ, r sin θ sinϕ, r cos θ)

で与えられる。わずかに離れた 2点間の距離を dl =
√

dx2 + dy2 + dz2とする
とき、dl2を極座標を用いて表せ。

4. ガウス積分、デルタ関数に関連する問題

(a) α > 0として次の関係式。(ヒント: 求めたい積分をIとするとI2 =
∫
dxdye−(x2+y2) =∫

e−r2rdrdθ = ...) ∫ ∞

−∞
dxe−αx2

=

√
π

α

これはガウス積分と呼ばれ、物理で良く用いられる。

(b) n = 1, 2, 3, . . .として、 ∫ ∞

−∞
dxx2ne−αx2

を求めよ。(ヒント:上の結果の両辺を αで微分してみよ。)

(c) これを用いると f(x)を任意の関数として

lim
∆→0

∫ ∞

−∞
dxf(x)

e−
(x−a)2

2∆

√
2π∆

= f(a)

となることを示せ。(ヒント：f(x)を x = aのまわりで形式的にテーラー展開し
てみよ。)

この結果からデルタ関数の一つの表し方として、δ(x− a) = lim∆→0
e−

(x−a)2

2∆√
2π∆

が

得られる。デルタ関数を用いると、点電荷の集まりの電荷密度場などを容易に表
せる。
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