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1
. 導入
☆ アノマリ ー とは

"

古典的 にはある 対称性が量子論的 にはこどない

ない
「

」 をもっとくわしく 言 いたい

)晶 アノマリーー
"

の 物理 への 現 れ 方

1 ゲー ジア ) マリ ー 。 理論 の inconsistency

2
.

大域的対称性 の非存在 ≤

eg . QCD の U (い A アノマリ ー

3 .stHooft アノマリ ー
;

「大域的対称性 」 の一部
世

理論 を 調べるのに使 え 。

A 量子力学 での 例 . (Hilbert 空間 ,HamiltonianH )

。 対称性 とは λ

U : コニタリ ー

」
HU = UH

次 のような 対称性 を考え 。
レポー ト 問題 ①

U
,
V

U: V= 1
, ) このような 行列 UV の例を
UVVU 作れ

( 交換しなさ
"

が C数二
ア ) マリ ー の例



⇒ すべて の準位 ( 特に 基底状態) は必ず縮退 し て いる

(
縮退 ない と仮定 N 〉
V14〉 = UN〉

、 V14に v14 〉
n

c数
⇒ U V14〉 = V V14〉 と なり

.

Uに - VU に 矛盾 )
※ 演算 子 への 作用

AU = UAll ⇒ ぺに ぺ アノマリー は見えない !

た × な 対称性 とに 作用

※ 今 の対称性」 は 群 な 名 の
「

射影表現 」
の例

※ U を ゲージ化 する ( Hi 1が1 空間 を U不変な 部分 に 限る )
と V は無くなる

⇒ で の
" アノマリー

"

※ U と V は 同時に ゲージ化 でき ない
⇒ 1

.

の "

アノマリー
"

大域 的 対称性 の 構造
= 群 + アノマリー

(がた とか ) に 1 とか )

※ 高次元 で は アノマリー は 射影表現 とは 限ら ない



☆ 疑問
。 ( 次元 、 群 - ) を 与えた とき

、 あり得る アノマリー は 何か ?
1次元

、 な名 の アノマリー は 上の もの、 自明 以外にあるか ?

o 理論 を与え た とき に 、 アノマリー は どう やっ て 計算 するか ?

便利 な 見方

Anomaly inHow
1 次元 高い 次元 の Symmety Protected ToMagical Phase

(SPT相 )

| が相 ⇒ 全体として アノマリー無し

r
アノマリー の ある理論



A 指数定理

動 ゲー ジ場背景中 の Dirac 方程式 の無質量一
解 の 数 に 関 する 定理

Atiyah . Singer 指数定理。

( AS ) コンパクト ,
境界がない空間二閉二

。 軸性 U () アノマリ ー

(
U ( り ) A )

。 余乗 り次元 模型での世代数
ー

→

境界 がある場合 はて

Atiyah . PatodiSinger 指数定理。

( APS )

コンパクト
。 境界がある場合 ( or ある種の非 コンパクト
ー

CAPs境界条件 : 非局所的 な境界条件

* 境界 のある乗り 次元模型 での世代数
( APS 境界条件ではない )?

。 トポロジカル 絶縁体の境界
( APS 境界条件ではないけれでい
指数 ～ 有質量 フェルミオン



アノマリ ー と 指数

摂動論的 アノマリ ー パリティアノマリ ー0 T
d 次元

V^ A 「 ノマリ ー

AS指数定躍

( い近
d 次元 リアノマリ ー流入

←

アノマリ ー流入 ～dt 1 次天 dt 1 次元

アノマリ ー多項式APC指数定理
*攀/



2. 1 次元 フェルミオン
の アノマリー



☆ もう少し 具体 的 な例
1 次元

、 Complex fermich

4 (t ) 、 4たけ ( 古典的 に は rassmann 数 )

互いに 複素 共役 で宣言する 独立な

S = HL ,

L = i II

対称性
• v11 ) 4 → 4

'
= e
"
4
,
4
十
→ 4た ビ4

・ 荷電共役
"ザ→ 4

'
= 疒

、 4
十
→※※

演習 問題 : これで S が不変 である こと を 示せ

※
「

質量 頃 、
OL -_-w げ4 は C を 破る

UI ) は保つ
。

正準 量子化
p = 菏 L = - i I

、 Re = 彘に 0 (? )

印州 = - i ⇒ 1だ 、
町 = 1○

Hamilton Ian

H = IP - L = 0 H = 0

状態 : けた ( l )
Fok 真空 用 i I 1が 0 t 〉 = ( f )

H :※ + > 眺し )
4た ( 99 )



電荷 : Noother の 定理
✗ → の (t ) 、

無限小

85 二 ft@✗ )Q
← この Q を 求める

8に は
「

4 で第84 = i の 4

( SS = ( dHi 8げ げ + げ 84り
こ flt i※ 4

= 瓜 よしー げ 4 )
Q : -44

量子化

が - II ?

H〉 = 0 け)

かい こ 、 ↳
) yx

Charge y

は 、
町 -.- だ

状態 H> 1→

→
荷電共役 は 大丈夫 ?
-_-Charge o

E = (% ) で よ さ そう
、

IIE '
=T.CIど = I ← (確かめよ )

[ 旧 二 に 〉

が 1 8 ) など = (If ) (キー



E E
'
= 1 -

ユニタリー 演算子
などの か

⇒ E ばた 。
はしば )

= ピ V、
特に の 二大 アたら-
EG = -WI → さっき の例と同じ

逆 に E を ちゃんと 保と う と する けっ け

が がき = ド。 ! ) i ÷

しかし Vi だが ⇒ 0系 = -1
何 も し てない はず な のに 、 、

心ど心は

もう少し くわしく 見る ため に Eudid化経路積分形式で

見て みる



☆ Eudid 化 経路積分

演算子 形式 の量子力学 (場 の理論 )

Hi Bert 空間 H
,

Hamilton Ian H
( 時間 は 特別 )

→ いろんな 演算子 の期待値 や 時間発展
↓

た たしでり
、
何が針やば )

.

. .
. .

この手 の量 から 分かる こと 、

In〉 : エネルギー 固有 状態 Im〉 = En h〉

Z =訕 1ば h) =社
から

= GEO + EPE
'

t . . . スペクトルが分かる !

くべなき えいば E
"
In>

= きし く0 1 A 10 )ピ児
+ く 11 AID 社 )

y 〈 0 1 A 10〉 真空期待値



Z = r e
β * =
fp &ES= [か

(
Eudidean 作用

× S 「上古典統計い
"

Euclid 化経路積分"
例 : l 自由度 かの量子力学

L = ≡ー V (か

⇒ Z = π e
β *

一 fpte
ーS =しか

SB [] :{ kでか⑤ 0 = 範
演習問題 : これを 導出 せよ ( この 一 を 計算 せよ )
(オプション ? )

X
必

"Euclidean の理論 " を 考 えているわけではない
1 つの 理論 の 別 の定式化

X 得手不得手 がある
。

今後 ほとんど Eadidean 経路積分 の 定式化 で考える
。



☆ フェルミオンの Eulid 化経路積分

Sc = fdt L
,

L = i Ψ
*ー w 4艸

世量子化
ψ 必{ * 秒 ψ * } = 1

↑ = ω わψ

Z = Tr
e β i

← Coherent 状態 をはさんでいく
( Appendix 参照 )

= fp 4 D φ eS
ほ

sE = {± ( 4
ω
* t ω 44 ) = 装
4 (tt β ] = 一 Ψ (τ )

境界条件 4(tt β ) = 一% )

4ェ ] : = = iΨτ ) ⇒

Z = fpiD 4 ESE SE = {
。

Pkli * 4 * tw44)



σ たくさんある 場合

4n
,

itn
,

{ n
,
ψ
n
}

=δ nm
^

0 山 = wn itn 4n
D 49 D 4 = 台 D 4tD4( )

"

n

世

Z = ) p 4tp 4 e
ー SE (単 にぜんぶかけるだけ )

s に =% 。所4 ω twn
4
^ん )

H =nmhumptu%
～

の
ェルミ ー ト 行列 の 成分

↓ 対角化 すると 上 に 帰着

SE =。 品 (δ 答 %̂ = hum 4
t^
4m )

例 : d 次元 free Divac fermion

Sc = fd { ( i * r ^% 4 m 4 ψ ) i=

µ = 0
,
1

,

"

, dy

4 = 4tr , { γ^ , γ
v
} = 27

µ v

γいたro
止

M
µV

= diag ( 1 ,
±

1 ,
t

1 ,
. ,

÷ 7 )
.

(γ
i
)= γ i

H : fd
*

( i Ψror ":*mro*) *～dH

=iroridiimroつn



SE = fd% ( 4
±

0d 4 ti 4trorioi4 im
4

ro 4 )t

xd : =τ

4 : =
4

r
0

,

{tiror

⇒ 4
↑

004 = ftrorod" * r 90 d 4
女 ird

SE = fd { ( i 4
r

^ d 4 . imi 4)

µ= 1
,idc )



☆ 1 次元 のフェルミオンの 経路積分
τ → x

,
S = S 今後( )E

→ S= Y

x ～ xt β
s : / obi 4, ↑

:

p" o
, 4 pリ

4 (t β ) =一 4bり

U ( )対称性 ψ→ eix 4 4( t β ) = = 4pリ

* → ei α 4 のゲー ジ場 を導入

D
,
4 = 0

,
. 4 iA ,

b14

S = fbc 4 iD , 4

ICA] : fpib 4eS
い

= det
"

iD ,

期待 すること

1
.

( 対称性 : iD
. はエルミ ー ト
⇒ Z [ A ] は実数

2 . U( ) ゲージ対称性 A 的→ AA ,
bい td α by

α : Y → 1Rつ



det i Di を 計算
= TI

が固有値
入

固有値 を 求める
iD 、 中川 = 入 加 )

一般解
⇒ 加 ) = exp ( i 倓 (AM - 入 ) ) が)

特に 加に咷焔べい ー か ) 加
飛

= exp Mi ( a
- 釟 ) ) が)

境界条件
中 ( p ) = - 加 ) ⇒ a -釥 -_- r EZ +!

入 = 入に 亊 (a t r )

Z [A ] = Treat '" 発散 ! !



正則化 、
くりこみ が必要 やり方 =

"スキーム "

対称性 を保つ スキーム がある か ?

※ ラージ ゲージ変換
V1リ ゲージ対称性

。
Z が a流作 A 、

川 で書け て いれば

無限 小変換 で は不変
✗ : Y → R仇≥
✗ いい 二 割 は ちゃんと した 牡ジ変換のパラメータ

し (っけ p ) = の か ) +2た ~ の川 )

無限小変換を京仰( d
,
の 二 点 的ジニ 1

つみ重ねて も たどりつけない

" Wind ing number
"

⇒ だゲージ変換

A
'

川 = A 1が 0
. 1割 = Any

a
'
=雌がいい 流郷 (がぼ ) = a + 1

ゲージ不変
Z (a) = Z (an )



スキーム 1. 運動量カットオフ

TI
r だ
な → な 入 r 運動量" に許

は姓 (波数)
k く へ

NKR
驛へ

言 ~ 格子間が
熱 = 2 に 訛←な )

鷗「

= 2職 ( 1+ f )

= 2蕊KR 心き)幾
で「

淡名 II = 2 cos 兀 a
の 無限積表示

対称性
• ( 対称性 : 実数 0K

婚が保っ て いる
。

• V11 ) ゲージ対称性
でいい -_- で(a ) 保っ て ない ! !

婚で破っ て いる
.

1→ x で 回復 してない



スキーム 2
.

Pauli Villars 正則化

塔 = R IT Irldrtiedd
Mi (Ni 1 、 ) (入け だ

Counter Term

Mi > 0
,

i = 1.2.3

11th - A = 。
⇒ 絶対収束

入r 《 Mi の 固有値 に関して は単に かけ算 ⇒ 正則化 に なっ て いる !

恐riii.fi、嵰 ( べ ー鈊 )

へ 大

でき - R で" 2 cosu ではけがが

r 。

いべべ べ )
と する

が 品 塔 = 2だ% 、 私

対称性
• ( 対称性 → X

実数で ない
。 V1り ゲージ対称性
が (an ) =がい

OK (浩が保っ )



※ SHA ) = 一 で HA 、
1川 は 仏 1 Counter tem

ゲージ不変 でない ! !
-_-だ a

入れ て いい
、

でた e
- Set " でに 2 cos た a fで )

( 保っ
V1リ ゲージ X

( 対称性 と UI ) ゲージ対称性を 両方保つ の は無理っぽい 。 . .

本当 ? がんばりが 足り ない ?



☆ 7 不変量
で" の Phase で上 に川 ビル ( Eat ) - a )

↑

ガウス記号
いいかげんに 計算 する
.name

でに r な爾滅黯が球謂
> 0

式だげ 1 Fi sign 入r

( i sign are
部の入r )

に川 埣璺 て

定義
( この 定義 は ちゃんと した 数学 )

一般 に H : エルミート演算子
i LS

Res : 十分 大
i. 正則7 ( H , s ) : こ さ

州の固有値
命「 io.si

S について 解析接続

の (け) : = 7 (H ,
5- 0 )

7 不変量



X H が 有限次元行列 なら

M ( H ) = sign 入( )
命題
IPv = 1 IPYerinliD)

今
.

M ( iD 1 ) を 定義 から計算できる M ( iD. ) =[ati ] a2 2

⇒ 命題 は 正 しい

予想 :

「 いいかげんな 計算 」 は 一般に 正 しい 答えを 与える
1

(証明 はまだない ? )

X Phase は 正則化 のしかたによる

I 投= 口な 飛い( λ rti ^ , (

λrti Λ )

→ ZPv: 12 Pvle
π iinliD)

違 いは local counter termバー ジ変 な

て PV 2 π i 式 n ( iD . )
= ezcia = e
ifobiAiby

Zpv
= e,

X Phase しか 考 えないとき 略記

Z沿 =政 inXr または ZPv =
もti 派liDain5



品= detliDD～it( det(Dtiri )
Y

=

det ( iD. iti
)

十 ( iDri ^ )

← mass 1 の

fermioncregulator と 解釈できる

massivefermion の 分配関数 の phase
～～

= E
2 π i 式 nliD . )

d
= e

= ifobl A .
bリ massivefermion を 積分 しただけだから

local

A アノマリ ー 流入
Choice

。 ( 対称性をあきらめる
。 U ( ) ゲー ジ 対称性 をあきらめる

もう 1 つ

。 1 次元 の 系 であることをあきらめる

2 次元面 × : 。 ゲージ場 も X に 広 げる
O× = Y 丫

Aly = A

ix : = てPreti (
× よ～ 今はとりあえず dけ1 次元 10 calcounterterm

= 1zP り
e π iliniiD ) F)÷ ゲー ジ不変

IX (整数 )
= 1 ZP1 ( 1 )

IX ^ ( これが何 かは後 で )

APS指数定理対称性
O .
k



例 : X が 円板 の場合
1 コ の パッチ を とれる

救た秋、
A = a ○メ 、、

↑

ストークス の定理

で 7 ( iD 、 ) = (a+ II - U 整数 !

⇒ In = [mi ] - a + a = [a + き)
一般 の X の場合
IX - ID2 =新下流紅 流 が F = IX"

↑

間 ×
=○

AS 指数定理

ftp.uol

。 アノマリー の 言い かえ

Ex が X による ⇔ アノマリー が ある

アノマリー が ない ⇒ なし × によら ない ) を 分配関数 と すれば、

対称性を保っ
、

◦ 調べる 方法

彰 =
だに×

一 列 が爪
またがっ



IX - IN = 光 ( F -竑、 下流 が F

2次元 の kcal な作用

感 -1 キ 1
奇数になり

アノマリーが ある ! 1

2 次元 の 作成だ場
LiSA " . A .烏廬 closed

1 次元 の 理論
、対称性 ⇔ Tad 作用

アノマリー作用 」背景 ゲージ場 A ( S PT相 ( の 有効 作用 ) 丿
Invertibk Phase

アノマリーが ある ⇔ ei SA [XA 、 9]
キ 1

for ヨメ
、
A

、 お

例 : さっき の 1 次元 の フェルミオン N 個

で = 1でり だ 峻 N
アノマリー ある ?

アノマリー 作用

卯 ( i SA ) = expki N 式 ( F ) X : closed

で、

N :偶数 exp ( ISA ) = 1 ⇒ アノマリーなし 、

いっも (実際 だ訓はゲージ不変な
10cal Counter Term で消せる)

N : 奇数 exp ( i SA ) = -1 の場合あり ⇒ アノマリー あり



問題

なぜ ここ で AS 指数 、
APS指数

が 出て くる の か ?



Appendix 1 次元 フェルミオンの Euclid 化経路積分

↑ ,十 ψ ] = 1

M = wity

1 け ) : ψ 1 t) = 0
1
人 7 : =出 t )

Coherent 状態
4 ψ 147 = 4 14

)

4 : G 数

⇒ 147 = 1 け ) t 4 人 〉
⇒ 〈 4147 = 4 艸

く 4に 〈 t 1 けく 14
t

= E
艸

" 完全性 "

{ d 4fd 4 14 く41
e 44

= 1 ー

"* )

～

4
tΨ の 項をとってくる

Z = π e
β M を 考 える

µai eal e ー ariー通*≈
* をたくさん用意 して 挿入



= fd ψ :td 4
。 だけ。 T 。 ( ea( 1ea * ゅ **でい

wmzt

4: 4%
け even

ー . (4 leai14 ,〈 4 ,1 )
がぜんぶかかった項 をとしてくる に持でく
二頫

= { d 4 itd 4 e
性( ) a 4 leail4 µ ) .caeariidy

4N*: =ー "く4州

! [ 4iri / eari /li )== aw4 ↑くけ i* /畿げ

= { 花 d 4itd 4iexi千 (城 ( 4 4 : ) taw 慎
)

= d 4 ?d 4 iexp ( a ( Ψ* * ω 怖)
↓ N →∞ ( a → 0 )

Z = { p 4tpye
一

SE SE = K( ゃ 必ん ) twをり

Ψ (β )= 4( 0
)
,ψ( β ) =% )



3. UMA アノマリー と

指数定理
☆ スピ ) -1 し

m 次元 ガンマ行列
で × で エルミート行列 Na

,
a = 1 , - 、 M

{ Na
,
B } = 28 ab

Chi rality V = (- i )
"

I - Van

(4次元 の とき は85
と書くやつ )

⇒ V2 = 1 ⇒ 5 の 固有値 は ± 1
記号
Yan - a : = Hara - Yak]

は、
Val = 0

,
[V

,
Yab ] = 0
て 回転 S 0 (m ) の 生 成子

※ Yab は Sohn ) の 可約表現 (Dim スピ ) - ル )

5=+1 、
-1 に 射影 した もの が既約 ( We/ スピノール)

☆ 曲がっ た 空間 ← ↑.it1 つ の パッチ を とる

計量 (v1川 ⇒ 多 脚場 でがか )-_-

紕に だい dmdb



局所 回転対称性 ( ゲージ対称性 )
50 (m ) 711が b

e はにべがる で いい

⇒ gfm.ie ml知り 8ab1
= 9µA )

これ に対する ゲージ場
Wib

「スピン接続 」

(
Christ。托 1 記号

比で : = gef - TheftWind
= 0 と なる yab

"

Levi - Civila 接続
"

場 の強 さ (曲率 )
Rpv9 b : =qwvab-dvhfbthf.wvfba.br

の足 は 8
"

、
8 ab で上げ下げ m に と a.か の入れかえ

m いい が
、 g.

: i ef . .

RieMann tensor

River = Rn able a な

☆ 曲がっ た空間 で の スピノール 41川

この 局所 5 0 (m ) の スピ)北表現 (本当は Spin (m ) )

叶 : = G 4 + y
" も Yab 4 ( パッチ ごと に )



パッチ の はり 合わせ

闇 と 50 (3 ) の 関係)
ゲジ変換 し" M" Spin (3 )2

1

4 1孔に V12 に ) と に )
(変換関数 Ui、州 の

? V12 に ) E Spinは )
二 重

consent な セット /~
↓

1 Im ESO (m) ⇔
「
スピン構造」

し※ 空間 の トポロジー によって
。 スピン構造 が 存在 しない

。 スピン構造 が いくつ も 存在 する )場合 が ある

曲がっ た 空間 で 中性 の スピトルを 置く には
「スピン構造」 が 必要



☆ ゲージ場 と 重力 に 結合 した無 質量 Dim fermon

S [ A . 9.5.4 、
I ] = 假 は Iiが叶

叶 = ft - i Art thy
" Iran 4

Z =伽4 ES (がどば)
v4は 変換
y → 4

'
= ll" 4 ⇒ 作用 は不変

I → I
'
= Ieが 何が 3=0

王 侖 は駐嬴 ががき が叫
って

ばか = 0 ⇒ は
、
か ] = 0 ⇒ T と かを 同時対角化

4 いい =詩 閆
る基𦥯

G数 数関数 DID4 dCmd

I いしに ま な がいり

か : エルミート 、
半 員定値

が 固有 関数
が 中 = - パ 中



① 入 キ 0 (⇔ 加 ≠ 0 )

V8 = 十
咄

⇒ が郟や とする と かが がかすが 一 中

入 キ 0 の 固有 関数 は 必ず V = ± 1 が

ペア で 出 て くる !

&+ .
in BE in

Et ら =

② 0 固有値
V = t Xi t に ) に 1

, im

T = - Xi 、 1川 に 1
,
- 、

M-

4 に) 法 ( Cm が、
1川 十 Cm %、

1川 )
入が 0 が

闈 bit Xi + 的 + 南 bi
、
Xi - 1川

如法 ( Em 状 + E が砂
入が 0

wtt
+識いだいい +職、

だいり

→
1

DI D 4 = I d Cmd Cmd Im dim ) V1旧 で不変
- M-潮 d bit d bit 点 dbi、 城 、 )

にだけ考えれば
よい 。



DIN = DI D4 E
" しがひー ) de G 等

である こと に注意
Ind B m - n - 指数

( m
:加ですが中 の 解 の数 )M 、

こ ー
こ

☆ A S 指数定理 べき級数展開 して
、
anHim を

In" た (護癯淌さてつ

「
Dia fermion の

に疢元閉多様体 ケンジ群の表現での
(考え て いる空間 ) Trace

F : = t En が ndが

ない- G Au - dv1 - i [ An Au ]

A (R) : = detj.INT:1器 の偶数次 の た の べき級数)

R = 1で b = Rin di nが
( 成分 が 2 -form の にかにの ) 行列 )



和 =
ダ璺 = 1 +非な! どーい

↑ (R) = IETF = expfttrlog.fm )

( つに 器 )
= 1 - 前 tr I + -.-

爾地 n R )

例 : m = 4 の場合

Ind D た 車 をしたF ) +話だ
な (Rn R ) |

N : = を 1 牴群の表現 の次元

2n = 6 の場合

IndB = 仇死部を した Fr F )

+式に 痲岬州



☆ AS 指数定理 の導出

In d D = T

☒が0 の解
T

= T [ F exp し給う 」
) がキ 0 はペアで出 てくる

、

M に よら ない
、
M→ 6 で評価

利。 1
.○ か の 整理

☒た がで は Dr ( がた ばてが )
= GN Dr Dr t が生 [Dr 、

Dr]

= Dr が t
_

きがに なし +1ジ𦥯
ぺの 二 邦北爾(スカラー 曲率 )

使う麦
µg

= Row -Rupert - RT
RMer)

= 0

y
で は = -

gmegmgnogre.gly
V5

+ ( perans ) ← 交換子
[が

、
が )

+ が" に 残る項



か はが
てい微分は行列

石 二 石
一 様 - i者 ( t :話ばり
鳩視で例

※ M → 6 で評価
• 微分 は いくらでも 大きく なれる ので

M と 比べ て り し さい と 言えない
の r行列 ある項は Hrexp婾 )

残す
TEEN

y
1で は)

が出 て くる項

exp媱 ) = exp (裟 ) 姚創 以外は 0

← 交換子 は 無視
(微分、

8行列 がへる )
= 9 + 4牲活
品 は無視 作川 をかける という演算子を含む

In d D =假 はく川 tr な城器 ) 邯開 ) ] H >

T※ 假は仙 tr X m規格化
↑

例が活 的し ) spinor の足 、
color の足 に関する

Trace

In d D =恨 ほたは姒粋 ) 仇柳 (黠 ) に> ]
恥という関数 lこてれを謫T西ᵈᵈ
を含む



○和 2 核 の評価

○命題
仙 卯飇 ) 1が磯螵呕

R : IM ab
、
mv を 足 と 思った行列

= が 、
昨日𤇾

Mt な ので { 、 た 。 ⇒ G代数

導出
アイデア : 例で京は哆、

熱拡散方程式 の 核
科法肝
どっし ) =欣は Met

ト助阪
。>

l (0.x 。 )
た市 d

• -っ 麗、

っし 。 x。
M → で 孔 の すぐ近く
だけ考えればよい 。

⇒ ほとんど 平ら
。

曲率は定数
⇒ 熱拡散方程式 を 手で解く



1. 1点 % を 固定
、
ゲージ 固定

つに つく。 + y

y に ) = 8
µ
+0ば )

川 = f + 0 はり

uf別 で Ry
"
No ) +0ぱ )

yy → るこ0 で O

哭弁 +釣りジで活
した M が

.
0に 発 ) ⇒ {09 た 。

幽 は無視 )
= 缶 + t ZURで 出 Eab Grassmm 代数

-

K に 、 t ) : = Alex p (t Dr が ) 1た。>

くも に 〉 = にも )
、 昨 9 +非りシ

( ほしいも の K (0 , 1 ) ) Ry注 Raby
微分方程式
f KA 、

t ) = 1シ が KA , t )
初期条件

kw ) = 8
"に )



解く
⇒ 畑が麻 咖躋

呦 1で で脳塔に ]
解き方
ansaた ( どうせ ガウス 型 だろ う .

. . )

K (z , t ) = exp ( IANA ) でご + CH ) )
箱称 A : mv を足と 思った

行列、

↓

( [A
,
R ) = 0 を仮定 )し排さま = べ姿

E = tr A

y※蠅
"ぽたど

C = tr log (sinh型 ) + log メ

t = 0 での初期条件 ⇒ の = .で鰾
K ( 0 . 1 ) =麻晒sinh阪



ftp.3○ 代入 し て 整理 た流が
スピトルのな color のt

In dが 段は器 なな だどり 。ど
sinh明

涼ある Internet
残る の は 0が すべて かかっているもの

R 12 . . . m 、 ビで
Rn)

= 假 は農れ た ( Im
. ..

日
心 に" )
-高

(なで )
= 1岐は 俵 )V21で (m)

も気↑ 人 R R にRain)だど

ど = efが
まとめる と

玼が イ 斷躞 )蠐成
mtrme

式 を F と R

に おしつける 下下 シ學
派 を値 ) A ( R )

胸



☆☆ いくつ か 分かる こと

○ 4 次元 中性 Dim Fermion

Id (がにぶでか ↓ た (RR )
は 偶数

i 中 が ☒が 0
.

Vが ± ∅

⇒ 中に (が ( 箭電 共役 ) ⇒ m
、
m

とも に偶数)も ☒が 0,5が ±がh::::「 洲c V0にょたが )
○ 一般の 向きつき 閉 4次元 多様体 X

符号数 0 (X ) ン= M - N 、

M : Colt d )W = 。

*W = さ W

= (Self -dual harmonic 2- form の数 )
- (anti - こ )

符号数定理
の川 =TI (H Rn R )

収 が スピン なら
In d (がた ま の刈
= 偶数 ⇒ の川 は 1 6 の倍数

「

Roth l in の 定理 」

(ロホ りこ )



対偶 : TK ) が 1 6 の倍数 で なければ 、 X に スピン構造は入らない

例 : 4が I - 10 1 ) /ビ ビ = ¢-101
There

にい た 、
名 )ど かけ算 で群

にい た 、
名 ) ~ (M ,入た、

入ろ )
hamonic 2- form は 1つ しかない 入心

⇒ JK ) = 1 or - 1

⇒ スピン 構造 は 入ら ない 。

-

○ 4次元 ゲージ群 V1り
、
X は スピン

Charge O

In d (が ) =忒汭 射 ( Rn R )

Charge 1

In d (が ) =El ( Fr F +㝡灬紅 (RR )

⇒ Ind (が ) - Ind (が ) EZ

= jp k Ft

X がスピンなら 人 達 へ 長 は 偶数

※ 一般に は 整数



4. APS 指数定理
☆ 境界のある 空間上 の フェルミオン

X : 2の 次元 DJX
。料 ;

境界条件 ?
・ 物理 的 な 境界条件

(例 )
。 局所 的
。
Hamilton Ian が エルミート P たが 4=+4↓

( または ひが4=-4川
ni 単位法線ベクトル

_

説明 演算子 形式 肥つげ高 4
"
h
" Im
(境界条件 → mmがどこ を走るか ? )

用 二 月 ⇔ himが エルミート

d 次元 、
自由 無 質量 Dia フェルミオン

h = iMi di i = 1 . ー 、
d- 1

内積 〈 h
.
hが 𦪌 がた



!
ーーっ弘弘 ≥ 。 が空間

.

が 0 が境界
www.ry

く か 、
h h 〉 = 一 = 〈 h

.が
↑ こう なるよう に する

=𦪌 や はば di R

= Yi di 1 が はばか + 僌 (ー ば ぱがかいー (ib.TOに なる べし

⇔ かがが 0

↑
(例 ) の 中 = 中
い) がプ のだ がプや
ニー が プが 一 がプが 0

物理的境界条件 を満たす 4 に は

V が作用 しない !

V4は境界条件
nr 4 = 4 ⇒ nr V4 = - V4 満たさない 、

( Mr
, V1 = 0 )や

AS と 同じ 意味で の指数 を定義 できない !



○ APS 境界条件
境界 の 近く I

Yx Rt

(Niが ) が
A 。1

= 0 ゲージ を取る 本当は 少しだけ 変形 し て

w
。に 0 し襟竺 (幽 ) を付ける )r r

一、

☒ = Ha + Yi Di
( i = 1

,
-.-

、
d- 1 )

二 rd ( da tHi Di )
ETS エルミート 演算子 on Y

APS 境界条件
134=11314 庭

。
IBにF 非局所

• ☒ 4 = 0 ⇒ 94 = 13 4 nd
APS BC ・ーー」が
境界から 内側 へ 大きく なる もの のみ

• d = m [ T
,
B ] = 0 ⇒ V が B

.

C .
を保つ演算子

⇒ Ind (Bps ) : = m -m が 定義 できる

m : B 4 = 0 の 解で よ = ± の もの の数



• N = 2
"

⇒ M : 2NX 2N 行列

rd = (品 i "仙 )
、

でこ ば ? )0

J : d- 1 次元 ガンマ 行列

B = (啄
0

0 -啄 ) 肱 = が Di
Y上 の Dim 演算子

☆ APS 指数定理

In d Maps ) = I 7 (啄 ) 十 人 を (渋 ) ↑ ( R )
↑

7 不変量 1- 5 の とき と 同じ
一

ニ Im
(m- form )

※ m = 2 の とき 、

Ind (Das ) = t 7 ( i De ) +t ↓ を F
↳ V11 ) 部分 しか

前 に 出 て き たやつ 残らない 。

※ d Im = 0 ⇒ パッチ ごと に Im = d Im と書ける
。

ヨ
Im (mi ) - form

も 7 (啄 ) = 一 ( d Im = 一↓ Im mod 1

⇒

i きが狐 )
= e
-2だ と I"

仏 1 に書けている



例 : m = 4
,
Hat ( RO )

Im = 京 を た F = d Im

Im = 京 た (AndAがAAA )

Mi Im Chem - Simon s actions

2だざ 7 (啄 ) = ( Section mod 2兀

/

奇数次元 の 7 不変量
~ ( Section を (兕三斅 だけど ) に したもの

※ Ind (鋓 ) は トポ ロジカル では ない

( 連続変形 で 変わる )

※
。 ×] ⇒

×二つ
I

In d (Di ) : = m -

Mm
: I で 加 = 0 の wm𦥯 檞

た ± の数
作事実

Ind (腧 ) = Ind (Di )



5
.

摂動論的
アノマリ ー

☆ 4次元 のカイラルゲー ジ理論

ゲー ジ 群 G
.

表現 R ( 可約 かも )

4 : lefthanded Weylfermion
^ Lorentzian では

表現 R に属 する ↓ 互 いに複素共役
4 : righthanded Weylfermion

表現 R に属 する
γ^ : ( よ。

σro

。 1
S = { d , i * よµ Du φ )(z

Du 4 = %. 4 i
µ
R 4 tyqaboa 4

質量項 ?
∠ = 4 M 4 t 4 M

* 4
XLorentr 不変 な bilinear 44

,

44



すべて の fermi on に ゲージ不変な質量項を与える ことが
でき ない 理論

=

「 カイラル な 理論 」

(※ すべて の人 に 共通の言葉づかいではないかど )
⇔ R が 非退化対称双線型 形式 を持っ

、

例 : o G : SUN )
、
R = D (基本表現 )

カイラル な理論
t

。 G = SU (N ) 、 R = ☐⊕

非 カイラルな理論 し鬫mas Term

M 系 4で + げさだだ
i

。 G = SU (N ) 、 R = adj.int

MI 4で

。 G . R = R の R R : 任意 の表現
M ? 4

「ど +げ神球
※ この タイプ は R の Diracfemion に できる

。



☆ ア) マリン一般に 非局所 的

ENA ) = yyy ES
に出 A)

ゲージ変換
は はり EG Af = GA、

+ i gqgt

W [AJ = W [AJ ?

。 局所 相殺項

S [ I 4 、 AJ → S
'は、 4, A ] + Set [A ]

↑

E
WA? pBye

-S
' ・ ゲージ不変でないかもしれない

。 局所的な作用
(Lagrangian 密度の積分)

W
'
[ A] = W [A ] t Set (A ]

これが ケンジ不変ならよし !

どんな SHA] を 選んでも WEA]を ゲージ不変に でき ない

⇒
"

アノマリー がある
"

ここで 考え たい もの
摂動論 的 アノマリー : 無限小変換 8v1 = N

に対する アノマリー
。 WZ Consisthy condition

。 アノマリー 降下 方程式 (Kent equation ) ⇒ 高次元 との関係



WZ ComiStay condition

V1川 : Lie 代数 に値 を持つ 関数
8v1 = DN = GV - i [AN ]

YWCA ] = 瓞 8でいい
"

81洲
= 瓞 - V9川 唁噐り

= 瓞 V9っい Aa [A 、
っし ]

A
a
[A

、
孔 ] = 抬い W [A ]

"

アノマリー
"

局所 的

-指に は蠃 = 9品が 和式側蠃
ジ川 の 配位全体 の空間 上 の ベクトル場

交換関係

[ J 9川 、
抗の ] = false (か な ) では )

計算 で確かめ られる

[蠃 、
ぺいい た 8会 だ 呦

、

Jacob i 恒等式を使う

⇒ 丁和 Ab [A 、 る] - J 4の A a
[A

、
孔 ] = fabc 84化の1- cAD

WZ consisteny condition



※ 汎 関数 W[A ] が 存在 する なら 、
自明 に なり立っ

※ Aa を 直接計算 しよう と し て
、
正則化 などが ConSister でない と

成り立た ない
。

cf 共変 アノマリー

☆ B RST 形式

Ghost 場 : フェルミオン 的
、 スカラー 、adjoint.CM
= ぐいい た

B RST 変換
8だ こ はぐ = Gぐ + fabc CC 、

C を パラメータ
と する ゲジ変換し aa = - Ifand d

18
2
= 0 ( 計算 で確かめられる

。

そうなる ように作っ た )

( 8 W [ A ] = )欣 (利 Aa [An ] = :A [ c , A ]

WZ condition ⇔ 8A [c . AJ

。 局所 相殺 項 について 、

FCA ] : 局所 汎関数
W
' [A ] = W [A ] t F[A ]

A
'

[ c
.
A ] = A [c , A ] +8 F [A]

局所 相殺項 は
"

アノマリー
"

を 変えない



ア)で)- E {局所汎関数 AKAI Ghost 数 118th( C の次数)

下[A ]" コホモロジー
"

↑

高所汎関数
☆ アノマリー 降下 方程式

kcal
c Ghost数
(I)A = f の4
form の次数✗4

↑
4次元 時空

1 - form di は fermon 的 という ことに する

dが ぐ t で 。1が = 0

⇒ 。1 8 +0 d = 0

WZ condition

8A w ⇔ 81のど = d が ヨが
○ こういう もの の 作り方 : 6 次元 を考える

✗ st
. d の = 0

,
8 ✗ど = 0

を持っ て くる
⇒ パッチ ごとに = d" など
⇒ 。 = 0 のど = 8 d ✗ = - d 8✗

⇒ 8の = di 球"



d 81のど = -8 。1 のど =
- 18 8 の = 0

で
⇒ 8※ = dが ヨが ⇒ WZ condition !

局所 相殺項
のな =将 + d も の = d✗ を満たす

ものがに 18の +0dBど = d のど - d蝌
= d の紃

、 のどに のど -81が '

厳相殺項

ア) マリー そのもの のど ( ゲージ不変 ではない 。 Up to 8 F )
を 考える より

のど ( 8の = 0
.

d※ = 0 )

を 考える 方 が 便利 、 アノマリー 多項式
They

指数定理 に出 てき たか事実
が = 2だ な (峠 ) AIR ) 1

6 - form
↑表現R での Trace

⇒ のど
、 郇ど が アノマリー



スト ー リ ー

ゲー ジ 群 G ,表現 R の lefthandedWeylの理論頃
0

の 有質量 Dirac の理論ヶ

流( × PV で 正則化可能
Y での M不変量
d 後で説明 ?

2π i 式 n ( )Y
Phase Ʃy = 1 z lex

アノマリ ー ⇒ が Y によるか ?phase

忍= 卵 :タ
X
4 X4 X4

RilefthandedR
, righthaaded
"Rilefthanded 質量項が

組 める回 ⇒ massive

Yvy = Y
"

closed( ) の 上 の massiveDirac

後で示 す
= Ez

π i そ ( ど)≈
( ここまでは 一般 のアノマリ ー )

e
πizn=1 恒等的に ⇒ アノマリ ー なし



○ Y
"
= OX の 場合

APS Index theorem

⇒ き うしど ) =f 店 渋 A ( R ) mod 1

×

T
で 辺げ )

= e
-Mi ( I。

dI = 0

← locd
⇒ I = dな

こ だこだ とい な actions

✗ = Mi I 6
、
✗ = 2だ な

↓
mass less chirdfem.imY : 0に ×4

JoyK 以外では 、

Y
"
と 同じ

✗4
Y

2※ 7 (Y ) = - WA) + ! の

0=812だ !がり )

= -81W [ A] t と 8 ✗
8W 1 A ) = : A [ C .

A ]

= 48 の = 郄ど



6、 質量の ある フェルミオン
と アノマリー流入

☆ 概略
d 次元 " カイテル

" フェルミオン (対称性を保つ 質量項
が入れれない )

: d次元 の まま PV正則化 でき ない
、

↓

dt 1 次元 なら できる

Z [A ] = Indy [A] × 2眺 [A ]鬱鬱| 有 質量 フェルミオン 藤変 Fm 元蕨
10cal

無 質量がラルフェルミオン 感躡 嵌めはゲジ不変でない
"

アノマリー流入 "

アノマリー に関して

Zbdy [A ] と 2咷 [A ] は 同じ 情報を 持っ て いる

脈 =だけ
1閉じた 時空で考えた もの

"

アノマリー作用
"

WEA] の kcal Counter Term = アノマリー 作用 の Total derNative
Term

アノマリー作用 に アノマリーの情報はすべて 包まれる



☆ フェルミオン の アノマリー 作用 = 7 不変量
dt 1 次元

。
有 質量 フェルミオン

、 閉じ た 時空

S = ( 移しは 4でが公 + i M ) 4
-

エルミート ⇒ 対角化
固有値 入 i

固有値 Ni + iMI = IFF ≥ IMI

M : 大きい

⇒ 空っぽの理論
空っぽ の 理論 に

"

いろいろ ある
"

可能性

Symmetry Protected Topdogial
Phase

SPT相
PV 正則化

。 で 裴鶚凞 橳州州鳶
物

変形

rnr e
2だき 7 (ix)

蹰 t かもし遡れない

> アノマリー 作用
境界を 入れた とき に 出 て くる カイラルフェルミオン

。 M → - M の アノマリー が分かる 。

z =Yi = 1 自 明 相



姓 ×ジ 行列
☆ 境界 d : 奇数 ↓

d が 奇数 ガンマ行列 が に 1 , -.- , d , rは
た ぼ

↓

dt 1 は 偶数 Mm 、 ッ 圳 、
がだ伴

riydtlri.fi?Ii=liil.iliiIX=YxR+
↑品阮閉 がい

物理 的 境界条件 を課す

"

弄っがい
が 4=+4 仙に。

HM に V1が DMM )
エルミート 演算子 (境界があっ ても )
( ※ iが公 は 境界 の せいで エルミートではない )

|
仲州が 魋 が よばDim ) が

挑𤇆㡡𦥯
"" '"多+ 僌 虵ながか )

= 〈 Hu
. が 一緋 が 「幽

mi なが ー が よ ばががた = o



HM の 固有値

Xea境界 ⇒ 境界 に局在 し た モード
。

HM 中 = 1 中
にい d

( す が da 、
+Tri Di t VM ) が 1 ∅

Ansite : 全体 で 洲 中 = + 中 ⇒ が 他 )
↓

( - i da - i M + i が Di )が 1 か

がど樴
・ Y 上 の スピ )-1 し

iが Di X = 1 × ⇒ 1 は
、

ばか の 固有値
な無 質量 の Dia演算子

HM の 小さな 固有値 は Y 上 iD と 同じ
同じ こと

が ど𣏤HM なしが 12 - M ) ⇒

規格化不可能
HM は 小さな 固有値 は ない

Z = 嵆鼎、

= 袋どい )繍 は

d)次元 有 質量 フェルミオン

(惔 I ( iがM ) 4 かっ Y上 ↓岐 IIDX
×

0料 の成 ) 次元 を 用いた 正則化
の正則化



☆ 境界 : d 偶数
⇒ 州 奇数

ri = 1
0 が
が 。

)
、

げ = 1 : 9 )
がおばが = 28な

が か + おが こ 28ば

物理 的 境界条件 が
がい瀚

ばが照 兜前で望籤恐麪NKでは
これおだて大きい

局在 した モード はジツ 劇
d次元 left - handedweylspin.ro

(ば Dmti M ) ↑ 悌二 ( ij i DiXE"川。

蕨呦演算子 、
大きく ない

.

.
.

X が Y に局在 した Weyl フェルミオン と 思える

M → - M (
ど剕

) 規格化不能
O

軽い モード なし 、

Z = 袋 !農産器 :

Y 上 の 呦 フェルミオン の
dtl 次元を 用いた 正則化



☆ ドメイン ウォール フェルミオン

境界 の かわり に キンク 型 の 質量 を 入れ て も

同じ 効果が ある
c 閉じた 時空

Di
Liesが

い

凞黙十
一

に
M

z =

det + i ME ) → Y に局在 した
☆ )散 カイラル フェルミオン



A パリティアノマリ ー とアノマリ ー 作用

。d に 1 の 例でやたものの一般化工 d : 奇数 ⇒ dt に偶数

dt 1 次元閉 じた 時空

I =

det ( iDiM )
→

兆 ( ixiM ) =
E 2

πiin ( i)"

O 固有値 がある
くというか O 固有値 しか効かない )

=卵dt
( 皿liDim)dlixrtim

。
。 見方 その 1

S = / d( ψ ( iDtiM ) 4

カイラル 変換
ψ= eixr 4

,

ψ= 4 eixr

⇒ mass term iM *4 = im 4ecix54
α= π にとる

iM 44 =iM 4 必必
D 4= D4Dperiの Indim
ー Ind (D )

(ーリょ= ⇒

Z =

det ( iDtiM挑( iD ー iM )
=

det (iDiMDiM) ( 1 ) IndCD)

= (一 1 )
Ind (D )

= Ind (D )

アノマリ ー 作用 = π i ( Tr le長 ) AIR )可
アノマリ ー がある # Ind (D ) 奇数になるような ( 時空計量ゲレジ場の配位 )

が存在



。 見方 その 2

detiHm
Z =

det ( iDtiM )
→

cipeiu )= 畿無 一こ

detiHm

HM : = 8 (DtM )
エルミ ー ト ⇒ ては 実

HM : = 8 (D ー M )

detiHm = 艾 i λ = 10etiHmlYisg然
= 1 1

芸 ☆ sign 入 e
臣 isign入

e
π iin (Hm )

い

π で ( jn ( Hm ) 一 ⇒ n (Hu ) )
⇒ 2 = E

2 つの 見方 を 合 わせると

Ʃ そ (Hu ) 式 n (H µ ) = Ind (D ) mod 2

実 はもっと 強 いことが 成 り 立 つ

えそ ( Hu ) . え n (H µ ) = Ind ( D )

証詛
Hu DtDHM = 0 ⇒ D キ O の 状態 に 関 して

正 の 固有値 と 負 の 固有値がペア

～ーL [

11 A
ーM 0

λi "



定義 より

そ ( Hm ) = な5 =越原
Hu

= trrkerx
= Ind (l )
↓

そ (Hu ) ∴ = In
(同様)

d (D )
K

A ドメインウォ ー ルフェルミオン
d= 1 フェルミオン

Z = e
π iin (iDi

)
e π i 玩( ×

*①①↓ー一

し《
合わせて整数 C 対称性保ていた

なぜ ? APS 指数
境界条件が違う 質量で

木どカー心ミオン

ドメインウォ ー ル 質量
ー M」

Ind ( D/Aps
,
x )

Z =

det ( iDti ≡de( ix ー iM )
= ( 1 ) ( 1 次元 の例での

Observation )

det ( iHow ) How =γ ( DtM) っ七

ciuuj

= E
π i ( in ( Hbw ) ー でク (Hu ) )



さきと 同 じいりで 合 わせる

きそ ( Hpw ) ー でそ (Hm ) = Ind (D/ Aps × )

[ FOY ]
.

[ FFMOYYJ

証明 はややこしい { How , D 3oLっ

☆ 摂動論的 アノマリ ー

d : 偶数 ⇒ dt 1 に 奇数

X : d41 次元 .閉空間
.

×= OZ

Z : dt 2次元一

Z = E
2π iin ( iDuu )

↓ APS 指数定理 [nd (DAps ) = ま nliD±a ) t ( Idtz
(なぜ ? )

ez
π il . .Idee

)

IdHz= なe 歩 ) A( R ) / 2
えのとり 方 によるない アノマリ ー 多項式

=e
" 2

πiS
×
Idi 眶

Idt2 = dId1アノマリー 降大方程式 の 一部



A 摂動論的 アノマリ ー ではないアノマリ ー

globalanomaly

アノマリ ー ⇒ E
2π iz ( iDotの汎関数型の

摂動論的 アノマリ ー がない場合
(⇒ アノマリ ー 多項式 = O )

ヨて ( dt 2) .dim ー ←向 きが逆 マOZ = * 0 P 0X
*X

APS 指数定理
Ind (/Aps ) =≡ そ (× ) ⇒ n ( ×りナ ( Idtな

⇒ e
2π izinix )

= ez
π iin (xり 台

Bordism 不変 "

⇒ globalanomaly の 分類

e
2π iin ( i# )

= 1 (恒等的 に J

でなければアノマリ ーがある ! !


