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1 導入

この講義では、場の理論を取り扱いたいです。場の理論の定式化の１つに経路積分
という考え方があります。この経路積分について、物理学者がどのように捉えている
のかをお話していきます。
場の理論は、大雑把に言えば「確率分布みたいなもの」を考えていることになりま

す。例えば確率変数と、それの値の空間を

M := R𝑛 ∋ 𝜙 = (𝜙1, . . . , 𝜙𝑁 ) (1.1)

とします。場の理論の文脈では 𝜙 を場と呼びます。
次に確率密度を考えます。場の理論の文脈では、確率密度を与える代わりに、作

用と呼ばれる関数を与えます。

𝑆 : M → R. (1.2)

𝑆 (𝜙) は |𝜙 | → ∞で十分速く大きくなる（|𝜙 |2と同じくらいかそれ以上）とします。こ
の作用から、確率密度を

(確率密度 ) ∝ 𝑒−𝑆 (𝜙) (1.3)

とします。例えば 𝑆 (𝜙) = 1
2 |𝜙 |2なら Gauss分布になります。

全確率を 1にしたいので、規格化の定数を求めておきます。

𝑍 :=
∫
M
𝐷𝜙𝑒−𝑆 (𝜙), 𝐷𝜙 :=

𝑁∏
𝑖=1

𝑑𝜙𝑖 . (1.4)

この規格化の定数のことを場の理論の文脈では分配関数と呼びます。
この確率密度の元で様々な期待値を考えます。𝐹 (𝜙) を 𝜙 の関数として、その期待

値を

⟨𝐹 (𝜙)⟩ :=
1
𝑍

∫
𝐷𝜙𝐹 (𝜙)𝑒−𝑆 (𝜙) (1.5)

とします。例えば 〈
𝜙𝑖1𝜙𝑖2 . . . 𝜙𝑖𝑘

〉のようなものは相関関数と呼ばれます。ものすごく大
雑把に言えば、場の理論を研究している物理学者は日々この手の期待値を計算してい
ます。
ここまでの話は数学的に厳密に定義されています。

2



場の理論が数学的に微妙になってしまうのは、本当に興味があるのは、次のような
ものだからです。

𝜙𝑖 の 𝑖 を連続的なものにしたい。

例えば、次のようなことを考えます。𝑋 を Riemann多様体とします。確率変数の値の
とる空間（場の空間）を

M := Map(𝑋,R) (1.6)

とします。場の理論の文脈では 𝑋 を時空と呼びます。今の場合、場はM の元 𝜙 で、
これは 𝑋 上の実数値関数になります。作用を

𝑆 : M → R (1.7)

で「良いもの」を与えます。分配関数を

𝑍 :=
∫
M
𝐷𝜙𝑒−𝑆 (𝜙), 𝐷𝜙 :=

∏
𝑥∈𝑋

𝑑𝜙𝑥 (1.8)

としたいです。添字だという気分を出すために 𝜙𝑥 := 𝜙 (𝑥)と書きました。このような、
無限次元空間での積分を経路積分 (path integral)と呼びます。もちろん、ここで問題に
なるのは

こんなものが定義されるのか？

ということです。
この問題に対する物理学者（少なくとも私の）の態度は次のようなものです。とり

あえず定義されているとしてみて、いろいろ計算します。困ったことが起きなければ
深く考えません。もし、困ったことが起きたら、そのときには一生懸命考えます。実
は、すぐに困ったことが起きることが分かります。
この問題に関して、今回お話したいことは次のようなことです。

• まず、どう困るのか、についてお話します。実は、素朴に取り扱うと発散します。
この発散をどうにかして、意味のある有限の量を出したいです。

• このときに積分
∫
𝐷𝜙𝑒−𝑆 (𝜙) が素朴に期待する性質（対称性など）を持たないこと

があります。これをアノマリーと呼びます。
• このアノマリーの１つの見方は、１つ高い次元から見ることです。この見方をす
るときに、Atiyah-Patodi-Singer(APS)の指数定理が１つの役割を果たします。
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• APS指数の Domain-wallフェルミオンと呼ばれるものを用いた見方について説明
します。この部分は深谷英則さんと大野木哲也さんとの共同研究 [1]と、さらに
古田幹雄さん、松尾信一郎さん、山下真由子さんを加えた共同研究 [2]に基づく
ものです。

今回のお話の中で重要な文献の１つは、[3]です。今回のお話の前半は、その背景を含
めてもっと簡単な例を用いて説明したいと思います。
後のために、少しだけ「場」に関して補足しておきます。まずは、多成分の場にす

るなら

M := Map(𝑋,R𝑁 ) (1.9)

のようなものを考えればよいです。物理学者がよく使う記号の使い方では、場は
𝜙𝑖 (𝑥), (𝑖 = 1, . . . , 𝑁 ) です。添字っぽい気分を出すなら 𝜙𝑖,𝑥 とします。積分は

𝐷𝜙 :=
∏
𝑥∈𝑋

𝑁∏
𝑖=1

𝑑𝜙𝑖,𝑥 (1.10)

のような感じのものです。
さらに、ベクトル束 𝐸 → 𝑋 を考えることもします。この場合、𝑋 をパッチに分け、

１つのパッチの上で各点ごとにファイバー方向の基底をとります。すると、上の多成
分の関数の場合に帰着します。
もう一つの補足は、作用についてです。この導入では確率分布と比較するために作

用は実数値をとるとしましたが、一般には実数値でなくてもかまいません。また分配
関数も複素数になりえます。

2 フェルミオンの積分

実は今回お話したいフェルミオンは、有限次元であっても普通の積分ではありませ
ん。それについて、少し説明します。

Grassmann代数（外積代数）を定義します。文字 𝜃1, . . . , 𝜃𝑁 から生成される自由代
数を 𝜃𝑖𝜃 𝑗 + 𝜃 𝑗𝜃𝑖 から生成される両側イデアルで割ったものを Grassmann代数あるいは
外積代数と呼びます。𝜃1, . . . , 𝜃𝑁 のことを Grassmann代数の生成子と呼びます。つま
り、Grassmann代数の中では生成子は反交換 𝜃𝑖𝜃 𝑗 = −𝜃 𝑗𝜃𝑖 します。特に 𝜃2

𝑖 = 0です。
物理では、Grassmann代数はフェルミオンと呼ばれる種類の粒子を取り扱うために

利用されています。フェルミオンは Fermi-Dirac統計と呼ばれる法則に従います。こ
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れは量子力学で２つの同種粒子を入れ替えると状態ベクトルに負号がつくという性質
です。この「入れ替えると負号がつく」という性質が、Grassmann代数でうまく表さ
れているのです。

Grassmann代数の元を 𝑓 (𝜃 ) と書くと 𝜃𝑖 の多項式のように書けます。これを関数の
ようにみなして、微分や積分を考えます。𝜃1に注目すると 𝑓 (𝜃 ) は、

𝑓 (𝜃 ) = 𝑓0 + 𝜃1𝑓1 (2.1)

と書けます。𝑓0, 𝑓1の中には 𝜃1は含みません。これを踏まえて微分を

𝜕

𝜕𝜃1
𝑓 (𝜃 ) := 𝑓1 (2.2)

と定義します。𝜃2, . . . での微分でも同様で、微分したい生成子を一番左に出して、形
式的に微分します。積分は ∫

𝑑𝜃1 :=
𝜕

𝜕𝜃1
(2.3)

と、微分と同じと定義します。これで「積分」の持っているべき、いくつかの性質を
満たします。例えば、普通の積分では∫ ∞

−∞
𝑑𝑥

𝜕

𝜕𝑥
𝑓 (𝑥) = 0 (2.4)

です。これと同様に ∫
𝑑𝜃1

𝜕

𝜕𝜃1
𝑓 (𝜃 ) = 0 (2.5)

です。微分と同じものを積分記号で書くのは「気分を出すため」です。
後で使うのは、「Gauss 積分」に対応するものです。𝜓 1,𝜓 2, . . . ,𝜓𝑁 ,𝜓1,𝜓2, . . . ,𝜓𝑁 の

2𝑁 個の文字から生成される Grassmann代数を考えます。また 𝐴を 𝑁 × 𝑁 の複素数を
成分に持つ行列とし、その 𝑖 𝑗 成分を 𝐴𝑖 𝑗 とします。積分を

𝐷𝜓𝐷𝜓 :=
𝑁∏
𝑖=1

(𝑑𝜓𝑖𝑑𝜓 𝑖) (2.6)

と略記します。このとき ∫
𝐷𝜓𝐷𝜓𝑒−

∑
𝑖, 𝑗 𝐴

𝑖
𝑗𝜓𝑖𝜓

𝑗
= det𝐴 (2.7)

という式が成り立ちます。
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また、det𝐴 ≠ 0のとき相関関数〈
𝜓 𝑖𝜓 𝑗

〉
:=

1
det𝐴

∫
𝐷𝜓𝐷𝜓 𝜓 𝑖𝜓 𝑗𝑒

−∑
𝑘,𝑙 𝐴

𝑘
𝑙𝜓𝑘𝜓

𝑙
(2.8)

は 〈
𝜓 𝑖𝜓 𝑗

〉
= (𝐴−1)𝑖 𝑗 (2.9)

と表すことができます。

3 １次元のフェルミオンの例

3.1 時空と場
ここでは、発散やアノマリーを示す、簡単な例をとりあげます。これは、先程の

𝜓 𝑖,𝜓𝑖 の 𝑖 を連続的にするようなものです。
時空を 𝑌 = 𝑆1にとります。座標を 𝑥 ∈ Rとし、𝑥 ∼ 𝑥 + 2𝜋 の同一視をします。
この 𝑌 上のベクトル束をとります。１つはスピノール束 𝑆 → 𝑌 です。これは図 1の

ようにファイバーが Rで 𝑆1を一周まわってくると反対向きになるようなものです。

同⼀視

図 1 𝑆1上のスピノール束 𝑆。𝑥 = 0と 𝑥 = 2𝜋 の部分が反対向きに貼り合わされている。

もう一つはエルミート直線束 𝐸 → 𝑌 です。この上に U(1) 接続 𝐴をとります。これ
は、各点ごとに基底を選ぶとベクトル場 𝐴(𝑥)で表されます。物理では、この接続、あ
るいはそれを表すベクトル場をゲージ場と呼びます。
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本当はフェルミオンの場を考えたいのですが、ひとまずボゾンの場（普通の関数み
たいなもの）

𝜙 ∈ Γ(𝑆 ⊗ 𝐸), 𝜙 ∈ Γ((𝑆 ⊗ 𝐸)∗) (3.1)

を考えます。𝐸 の基底をとると局所的に関数に書けます。これを 𝜙 (𝑥), 𝜙 (𝑥) と書きま
す。𝑆 の効果は境界条件

𝜙 (𝑥 + 2𝜋) = −𝜙 (𝑥), 𝜙 (𝑥 + 2𝜋) = −𝜙 (𝑥) (3.2)

を課すことで取り入れることにします。
これを踏まえて、𝜙 (𝑥)と同じラベルを持つフェルミオン（Grassmann代数の生成子）

を 𝜓 (𝑥)、𝜙 (𝑥) と同じラベルを持つフェルミオンを 𝜓 (𝑥) とします。これら 𝜓 (𝑥),𝜓 (𝑥)
が、今の例での場です。
𝜓 (𝑥) に対する共変微分は

𝐷1𝜓 (𝑥) = 𝜕𝑥𝜓 (𝑥) − 𝑖𝐴(𝑥)𝜓 (𝑥) (3.3)

となります。これを用いて作用は

𝑆 (𝜓,𝜓,𝐴) =
∫

𝑑𝑥𝜓 (𝑥)𝑖𝐷1𝜓 (𝑥) (3.4)

で与えることにします。

3.2 発散
今の例で分配関数がどうなるか考えてみましょう。分配関数は、

𝑍 (𝐴) =
∫

𝐷𝜓𝐷𝜓𝑒−𝑆 (𝜓,𝜓,𝐴) (3.5)

というものを考えたいわけです。式 (2.7)を踏まえると

𝑍 (𝐴)“ = det(𝑖𝐷1)” (3.6)

となるような気がします。
詳しく考える前に素朴に分配関数に期待する性質（対称性）について考えてみます。

1. 𝑖𝐷1はエルミート演算子ですからその行列式である 𝑍 (𝐴)は実数であると期待しま
す。これを「T対称性」と呼びます。

7



2. 今は 𝐸 の基底をとって考えましたが、基底のとり方によらないことを期待しま
す。物理では、この基底の取り替えを「U(1) ゲージ変換」、基底のとり方によら
ないことを「U(1) ゲージ対称性」と呼びます。

さて 𝑍 (𝐴) について、もう少し考えてみましょう。行列式ですから、有限次元のと
きとのアナロジーを考えると、固有値の積で書けていると期待できます。𝑖𝐷1 の固有
値は数学的にちゃんと定義された概念です。とりあえず、これを求めてみましょう。
固有値を 𝜆として固有値方程式 𝑖𝐷1𝜙 = 𝜆𝜙 を考えていきます。変形すると

𝜕𝑥𝜙 = 𝑖 (𝐴 − 𝜆)𝜙 (3.7)

と書けます。これは簡単に解けて

𝜙 (𝑥) = exp
(
𝑖

∫ 𝑥

0
𝑑𝜉 (𝐴(𝜉) − 𝜆)

)
𝜙 (0) (3.8)

となります。特に

𝜙 (2𝜋) = 𝑒2𝜋𝑖 (𝑎−𝜆)𝜙 (0), 𝑎 :=
1

2𝜋

∫ 2𝜋

0
𝑑𝑥𝐴(𝑥) (3.9)

となります。境界条件 (3.2)を考えると 𝑒2𝜋𝑖 (𝑎−𝜆) = −1となるので

𝜆 = 𝑟 + 𝑎, 𝑟 ∈ Z + 1
2

(3.10)

と固有値のスペクトルが求まります。ここから、分配関数は

𝑍 (𝐴) =
∏
𝑟∈Z+ 1

2

𝜆𝑟 , 𝜆𝑟 := 𝑟 + 𝑎 (3.11)

となりそうな気がします。しかしここで固有値の積は発散する無限積ですから、この
𝑍 (𝐴) の表式は意味を持ちません。これは、はっきりと「困ったこと」です。
この発散の問題に対する我々の対処方法は次のようなものです。カットオフと呼ば

れる大きな正の実数 Λと、Λによる有限の量 𝑍Λを導入します。そして、𝑍 を

𝑍 = lim
Λ→∞

𝑍Λ (3.12)

と定義します。𝑍Λは今考えたい問題をちゃんと表しているように、そして極限が有限
であるように決めます。とりあえず 𝑍Λを有限にすることを「正則化」、そして 𝑍 を有
限にするために作用 𝑆 を Λによってうまく決めることを「繰り込み」と呼びます。
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もちろん１つの問題に対して 𝑍Λ の決め方は何通りもある場合もありますし、存在
しない場合もあります。物理では 𝑍Λの決め方のことを繰り込みの「スキーム」と呼び
ます。本当に物理で観測される量はスキームに依存すべきではありません。あるい
は、スキームによることが避けられないなら、それらは別の理論とするべきです。
さて、いろいろ難しい問題はあるのですが、ここで考えたい問題は次のものです。

式 (3.12)で得られる 𝑍 は、素朴に期待する対称性を持つか？

これについて、これから具体的なスキームをとって考えていきます。
その前に U(1) ゲージ対称性について考えておきます。これからとるスキームでは、

𝑍Λ、そして 𝑍 は 𝑎 の関数になります。U(1) ゲージ変換で 𝑎 がどのように変わるかを
見ておきます。基底の変換は、各点ごとに基底の位相を変えます。𝛼 : 𝑌 → R/2𝜋Zと
して𝜓 (𝑥) → 𝑒𝑖𝛼 (𝑥)𝜓 (𝑥) のような変換を考えた場合、

𝐴(𝑥) → 𝐴′(𝑥) = 𝐴(𝑥) + 𝜕𝑥𝛼 (𝑥) (3.13)

と変化します。このとき 𝑎は

𝑎′ =
1

2𝜋

∫ 2𝜋

0
𝑑𝑥𝐴′(𝑥) = 𝑎 + 1

2𝜋

∫ 2𝜋

0
𝑑𝑥𝜕𝑥𝛼 (𝑥) (3.14)

と変化します。 1
2𝜋

∫ 2𝜋
0 𝑑𝑥𝜕𝑥𝛼 (𝑥) は 𝛼 の巻き付き数であり、整数値をとります。した

がって 𝑍 が 𝑎の関数として書ける場合、U(1) ゲージ対称性があるかどうかは

𝑍 (𝑎 + 1) = 𝑍 (𝑎) (3.15)

が成り立っているかどうか、ということになります。

3.3 運動量カットオフ
１つめのスキームでは、正則化に「運動量カットオフ」と呼ばれる方法を用います。

これは、𝜆𝑟 , (𝑟 ∈ Z + 1
2 ) の積を ∏

𝑟∈Z+ 1
2

𝜆𝑟 −→
∏

𝑟∈Z+ 1
2 ,|𝑟 |<Λ

𝜆𝑟 (3.16)

として有限積にするものです。これは Λ → ∞で今考えている問題の分配関数になり
そうなものですね。
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もちろんこのまま極限をとったのでは、発散してしまいますから、次のようなもの
を考えます。（式が煩雑になるので 𝑟 ∈ Z + 1

2 は書かないことにします。）

𝑍 cut
Λ := 2

∏
|𝑟 |<Λ 𝜆𝑟∏
|𝑟 |<Λ 𝑟

. (3.17)

これはもちろん問題を「手で変えて」いるのですが、出鱈目にかえているのではあり
ません。かけた量は 𝑎によらない量ですから、𝑎依存性は「変えていない」はずです。

(3.17) まで来れば、有限積ですから順番の入れ替えなどは自由です。変形してい
くと

𝑍 cut
Λ := 2

∏
|𝑟 |<Λ

𝑟 + 𝑎
𝑟

= 2
∏
|𝑟 |<Λ

(
1 + 𝑎

𝑟

)
= 2

∏
0<𝑟<Λ

(
1 + 𝑎

𝑟

) (
1 − 𝑎

𝑟

)
= 2

∏
0<𝑟<Λ

(
1 − 𝑎2

𝑟2

)
(3.18)

となります。したがって cosの無限積表示を用いると

𝑍 cut = lim
Λ→∞

𝑍 cut
Λ = 2 cos𝜋𝑎 (3.19)

となります。
さて、対称性について考えていきます。まず、T対称性について (3.19)は実数です

から、これは保っています。一方で、U(1) ゲージ対称性について考えると

𝑍 cut(𝑎 + 1) = −𝑍 cut(𝑎) (3.20)

ですから保っていないことになります。これは、式 (3.17)の段階で、あらわには保っ
ていないです。まとめると、今のスキームでは T対称性は保っているが、U(1)ゲージ
対称性は保っていないということになります。実はこれはアノマリーの現れです。
ここでちょっと寄り道してアノマリーの解釈について今の例で説明します。今 𝑍 cut

を U(1) 接続全体から実数への関数と思うことは出来なかったわけです。しかし 𝑍 cut

は、ある U(1) 接続全体の空間上のある実直線束の切断だと思うことはできます。今
の例では、U(1) 接続全体の空間は 𝑒2𝜋𝑖𝑎 でパラメータ付けされる 𝑆1 になります。図 2

のように 𝑍 cutは、𝑆1上の非自明な実直線束の切断になっています。この直線束が自明
でなく非自明であるところが、アノマリーの現れです。

3.4 Pauli-Villars正則化
別のスキームを考えます。正則化は Pauli-Villars 正則化と呼ばれるものを採用し

ます。
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同⼀視

図 2 ゲージ場の配位の空間とその上のベクトル束。緑の線で表した分配関数はゲージ場の配
位の空間上の関数ではなく、非自明なベクトル束の切断になっている。

𝜆𝑟 = 0となる固有値があると分配関数が 0になるので、問題はなくなります。なの
でしばらく 𝜆𝑟 ≠ 0, (𝑟 ∈ Z + 1

2 ) としておきます。
ひとまず、正則化として Λ1,Λ2,Λ3を大きな正の実数として

𝑍PV
Λ = Ω

∏
𝑟∈Z+ 1

2

𝜆𝑟 (𝜆𝑟 + 𝑖Λ2)
(𝜆𝑟 − 𝑖Λ1) (𝜆𝑟 + 𝑖Λ3)

(3.21)

とします。Λ1 + Λ2 − Λ3 = 0にすれば、この無限積は絶対収束します。Ωは 𝑎によらな
い定数です。各因子は 𝜆𝑟 ≪ Λ1,Λ2,Λ3の場合に 𝜆𝑟 の定数倍になりますから、Λ → 0で
全体にかかる 𝑎によらない定数を除いて今の問題の分配関数といえるものになってい
ます。そういう意味で今の問題の正則化になっています。
式 (3.21)は絶対収束しますから、積の順番を自由に入れ替えることができるので、

前と同じ計算ができて

𝑍PV
Λ = Ω

cos𝜋𝑎 cos𝜋 (𝑎 + 𝑖Λ2)
cos𝜋 (𝑎 − 𝑖Λ1) cos𝜋 (𝑎 + 𝑖Λ3)

(3.22)

となるので Λ → ∞の極限で

𝑍PV
Λ → Ω2 cos𝜋𝑎

𝑒−𝜋𝑖𝑎+𝜋Λ2

𝑒𝜋𝑖𝑎+𝜋Λ1𝑒−𝜋𝑖𝑎+𝜋Λ3
= Ω𝑒−𝜋𝑖𝑎2 cos𝜋𝑎𝑒𝜋 (−Λ1+Λ2−Λ3) (3.23)

となります。Ω = 𝑒−𝜋 (−Λ1+Λ2−Λ3) とすると

𝑍PV = lim
Λ→∞

𝑍PV
Λ = 2𝑒−𝜋𝑖𝑎 cos𝜋𝑎 (3.24)

となります。
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対称性があるかどうかを調べましょう。(3.24)は一般に複素数ですから、T対称性
は破っています。これは、(3.21)の 𝑍PV

Λ の時点であらわには破っています。一方で、

𝑍PV(𝑎 + 1) = 𝑍PV(𝑎) (3.25)

ですから U(1) ゲージ対称性は保っています。つまり T 対称性は保っていないが、
U(1)ゲージ対称性は保っているということになります。先程の運動量カットオフとは
逆になっていますね。
ここまで見てきた２つのスキームを見てみると、T対称性と U(1)ゲージ対称性を同

時に保つことは無理なように思えます。このように素朴に期待する対称性が保てない
ことをアノマリーと呼びます。今の場合 T対称性と U(1) ゲージ対称性を同時に保て
ないので混合アノマリーと呼ばれたりします。
しかし、これは本当でしょうか。今２つのスキームで両方の対称性を保つのは無理

ということが分かったのですが、もしかしたら、もっとうまいスキームを持ってくれ
ば両方の対称性をいっぺんに保つことが出来るのではないでしょうか。しかし、すべ
てのスキームを試してみるのは不可能です。
したがって、アノマリーをもっとよく理解するためには、もう少し見通しの良い見

方が必要です。そのような見方の１つがアノマリー流入 (anomaly inflow)です。

3.5 η不変量
アノマリー流入にいく前に、今回重要になる概念の１つであるη不変量を導入し

ます。
𝑍PVの位相について考えてみましょう。

𝑍PV = 2𝑒−𝑖𝜋𝑎 cos𝜋𝑎 = |𝑍PV |𝑒𝑖𝜋 ( [𝑎+1/2]−𝑎) (3.26)

となります。これはちゃんと正則化して求めた値なので、正しい値です。
この位相をもっと怪しい方法で求めてみます。Ωはある正の定数で

𝑍PV = Ω
∏
𝑟

𝜆𝑟 (𝜆𝑟 + 𝑖Λ2)
(𝜆𝑟 − 𝑖Λ1) (𝜆𝑟 + 𝑖Λ3)

→ Ω
∏
𝑟

𝑖𝜆𝑟Λ2
Λ1Λ3

(Λ → ∞) (3.27)

という感じです。したがって

𝑍PV = |𝑍PV |
∏
𝑟

𝑖 sign 𝜆𝑟 (3.28)
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となりそうな感じです。ここで

𝑖 sign 𝜆𝑟 = 𝑒
𝜋
2 𝑖 sign 𝜆𝑟 (3.29)

ですから

𝑍PV = |𝑍PV |𝑒 𝜋
2 𝑖

∑
𝑟 sign 𝜆𝑟 (3.30)

と書いても良さそうでしょう。
ここに出てきた、固有値の符号の和に名前を付けます。一般的なエルミート演算子

を 𝐻 とします。ここから 𝑠 ∈ Cで Re 𝑠 が十分大きいとして

𝜂 (𝐻, 𝑠) :=
∑

𝜆: 𝐻 の固有値

𝜆

|𝜆 |1+𝑠
(3.31)

と定義します。𝜂 (𝐻, 𝑠) は Re 𝑠 が十分大きいところで 𝑠 の正則関数になります。それ以
外の領域にも出来る限り解析接続して 𝜂 (𝐻, 𝑠) を定義します。そして、

𝜂 (𝐻 ) := 𝜂 (𝐻, 0) (3.32)

と定義し、これをη不変量と呼びます。𝐻 が有限次元の演算子の場合は

𝜂 (𝐻 ) =
∑

𝜆: 𝐻 の固有値
sign 𝜆 (3.33)

となりますから、η不変量は固有値の符号の和を無限次元の演算子にも拡張したもの
ということができます。
η不変量を用いると (3.30)は

𝑍PV = |𝑍PV |𝑒𝜋𝑖 1
2𝜂 (𝑖𝐷1) (3.34)

と書けると予想できます。
このことに関していくつか注意を述べます。

• 式 (3.34)の表式には特に 𝑖𝐷1 の詳細は使っていないので、他の演算子の場合も同
様の表式が出来ると予想できます。

• 𝑖𝐷1 のスペクトルは分かっているので、𝜂 (𝑖𝐷1) は定義にしたがって計算すること
が出来ます。計算は付録 Aに書いておきました。結果は 𝜂 (𝑖𝐷1) = 2[𝑎 + 1/2] − 2𝑎

となり、式 (3.34)に代入すると正しい答え (3.26)と一致します。ですから少なく
とも今の例に関しては、(3.34)の表式は正しいです。
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• 一般の場合にも、おそらく (3.34)と同様の表式が正当化されると思います。
• この位相は正則化のしかたによっています。例えば (3.21)の代わりに、Λ1の前の
符号を変えて

𝑍PV
Λ = Ω

∏
𝑟∈Z+ 1

2

𝜆𝑟 (𝜆𝑟 + 𝑖Λ2)
(𝜆𝑟 + 𝑖Λ1) (𝜆𝑟 + 𝑖Λ3)

(3.35)

とすると

𝑍PV = |𝑍PV |𝑒−𝜋𝑖 1
2𝜂 (𝑖𝐷1) (3.36)

となります。
• (3.21)や (3.35)の位相を考えるとき、Λ2 を含む因子と Λ3 を含む因子は相殺して
効きません。ですので、今後はこれらの因子は書かないで、全体にかかる定数 Ω

も省いて

𝑍PV
Λ =

∏
𝑟∈Z+ 1

2

𝜆𝑟
𝜆𝑟 − 𝑖Λ

(3.37)

のように略記します。あるいはもっとラフに極限等も略して

𝑍PV =
det(𝑖𝐷1)

det(𝑖𝐷1 − 𝑖Λ)
(3.38)

というようにも書きます。

3.6 アノマリー流入
さて、今考えている１次元系の対称性について、これまでの議論では次の２つの選

択肢しかなさそうです。

• T対称性を諦める。
• U(1) ゲージ対称性を諦める。

実は、もう１つの選択肢があります。

• １次元の系であることを諦める。

これから、これについて説明します。
図 3のように、𝑋 は２次元 Riemann多様体で 𝜕𝑋 = 𝑌 となるようなものとします。

この上にエルミート直線束 𝐸 とその接続 𝐴を 𝐸 |𝑌 = 𝐸, 𝐴|𝑌 = 𝐴となるようにとります。
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図 3 境界が 𝑌 になっている２次元多様体

𝐴の曲率を 𝐹 とします。パッチをとって、𝐴を１形式 𝐴で表わしたとき 𝐹 は２形式で

𝐹 = 𝑑𝐴 (3.39)

と書けます。𝐹 は U(1) ゲージ変換で不変です。記号を簡単にするために (𝑋, 𝐸,𝐴) を
まとめて単に 𝑋 と書いておきます1）。
𝑋 を１つ決めたとき、次のような量を定義します。

𝑍𝑋 := 𝑍PV𝑒𝜋𝑖 (
1

2𝜋
∫
𝑋
𝐹 ) = |𝑍PV |𝑒𝜋𝑖 ( 1

2𝜂 (𝑖𝐷1)+ 1
2𝜋

∫
𝑋
𝐹 ) . (3.40)

この 𝑍𝑋 は U(1) ゲージ対称性と T対称性の両方を保っていることを説明します。
𝑍PV と 𝐹 が U(1) ゲージ変換で不変です。なので 𝑍𝑋 も U(1) ゲージ変換で不変で、

U(1) ゲージ対称性を保っています。
次に T対称性を見てみます。これは

𝐼𝑋 :=
1
2
𝜂 (𝑖𝐷1) +

1
2𝜋

∫
𝑋
𝐹 (3.41)

を見れば良いです。実は Atiya-Patodi-Singer(APS)指数定理から、𝐼𝑋 が 𝑋 上のある微
分演算子の指数であって、整数であることが保証されます。APS指数定理については
後に説明します。APS指数定理とは別に、今の場合に 𝐼𝑋 が整数になることを見ておき
ましょう。𝑋 = 𝐷2 をディスクとして、全体を１つのパッチにとります。この場合、𝐴
は１形式とみなすことができて、ストークスの定理を用いて

1
2𝜋

∫
𝑋
𝐹 =

1
2𝜋

∫
𝑌
𝐴 = 𝑎 (3.42)

となります。また 1
2𝜂 (𝑖𝐷1) = [𝑎 + 1/2] − 𝑎でしたから

𝐼𝐷2 = [𝑎 + 1/2] − 𝑎 + 𝑎 = [𝑎 + 1/2] (3.43)

1） 本当は 𝑆 も 𝑋 に拡張して、これもまとめて単に 𝑋 と書いておきます。
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となって、整数になります。一般の 𝑋 の場合には、

𝐼𝑋 − 𝐼𝐷2 =
1

2𝜋

∫
𝑋
𝐹 − 1

2𝜋

∫
𝐷2
𝐹 =

1
2𝜋

∫
𝑋 ′′
𝐹 (3.44)

となります。𝑋 ′′は 𝑋 に 𝐷2を裏返して 𝑌 のところで貼り合わせてできる閉じた多様体
です。ですから右辺は整数になります。𝐼𝐷2 も整数でしたから 𝐼𝑋 も整数です。
このように、𝑌 に高い次元の空間 𝑋 を付け加えることによって、対称性をちゃんと

保つことができました。このような現象のことをアノマリー流入 (anomaly inflow)と
よびます。𝑋 から 𝑌 にアノマリーが流れ込んでいって、𝑌 にいたアノマリーと相殺す
るというイメージです。
アノマリー流入は、アノマリーに対する新しい見方を与えてくれます。歴史的にも、

この講義の流れ的にもアノマリーは対称性の非存在ということでした。アノマリー流
入を考えると、対称性はいつも存在できます。その代わりに問題は分配関数が付け加
える多様体に依存しているということになりました。つまり、アノマリーとは「分配
関数 𝑍𝑋 の付け加える高次元多様体 𝑋（と構造）への依存性」であると言えます。もし
𝑍𝑋 が 𝑋 によっていれば、アノマリーはあるし、𝑍𝑋 が 𝑋 によっていなければ、アノマ
リーはありません。

図 4 𝑌 を境界とする２つの多様体 𝑋,𝑋 ′。𝑋 ′′は 𝑋 に 𝑋 ′を裏返して 𝑌 のところで貼り合わせた
もの。

今の例で、𝑋 への依存性を見てみましょう。𝑌 を境界とする多様体 𝑋,𝑋 ′をとってき
ます。

𝑍𝑋

𝑍𝑋 ′
= 𝑒𝜋𝑖 (𝐼𝑋−𝐼𝑋 ′) (3.45)

となります。さらに

𝐼𝑋 − 𝐼𝑋 ′ =
1

2𝜋

∫
𝑋
𝐹 − 1

2𝜋

∫
𝑋 ′
𝐹 =

1
2𝜋

∫
𝑋 ′′
𝐹 (3.46)
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となります。𝑋 ′′は 𝑋 に 𝑋 ′を裏返して 𝑌 のところで貼り合わせてできる閉じた多様体
です。左辺は任意の整数をとりますので、𝑍𝑋 ≠ 𝑍𝑋 ′ となることがありえます。した
がって、今の例にはアノマリーがあります。
別の例を考えましょう。今の例のコピーを 𝑁 𝑓 個持ってきたものを考えます。

𝜓𝑖 (𝑥),𝜓𝑖 (𝑥), (𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑁 𝑓 ) として、作用を

𝑆 =
∫

𝑑𝑥

𝑁𝑓∑
𝑖=1

𝜓𝑖 (𝑥)𝑖𝐷1𝜓𝑖 (𝑥) (3.47)

とします。同じように PV正則化をすると

𝑍PV = |𝑍PV |𝑒𝜋𝑖 (𝑁𝑓
1
2𝜂 (𝑖𝐷1)) (3.48)

となります。この場合、𝑍𝑋 は

𝑍𝑋 = 𝑍PV𝑒𝜋𝑖
𝑁𝑓
2𝜋

∫
𝑋
𝐹 = |𝑍PV |𝑒𝜋𝑖 (𝑁𝑓

1
2𝜂 (𝑖𝐷1)+

𝑁𝑓
2𝜋

∫
𝑋
𝐹 ) (3.49)

となります。𝑋 依存性は

𝑍𝑋

𝑍𝑋 ′
= 𝑒𝜋𝑖𝑁𝑓

1
2𝜋

∫
𝑋 ′′ 𝐹 (3.50)

となります。したがって 𝑁 𝑓 が奇数のときはアノマリーがあり、𝑁 𝑓 が偶数のときはア
ノマリーがないことになります。
さて、これから考えたいのは

𝑍𝑋 は一体何か？

ということです。さきほどは天下り的に与えて、対称性を保っていることを見ました。
では、これに対する２次元の場の理論はあるのでしょうか。これは、物性物理での最
近の発展である SPT相 (symmetry protected topological phase,対称性で守られたトポロ
ジカル相)になっているということが言われています。この後は、この SPT相から、
どのようにして 𝑍𝑋 が出てくるか、そして APS指数定理がどうして絡んでくるかにつ
いてお話していきたいと思います。

4 スピノール

準備として、スピノールの簡単な導入をします。
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4.1 Clifford代数
まず、Clifford代数を導入します。𝑛 > 0を整数として 𝛾𝑎 (𝑎 = 1, . . . , 𝑛) という記号を

導入します。𝛾𝑎 から生成される自由代数に関係式

(𝛾𝑎)2 = 1, 𝛾𝑎𝛾𝑏 = −𝛾𝑏𝛾𝑎 (4.1)

を入れたものを Clifford代数と呼びます。
Clifford代数の既約表現の同値類は 𝑛が偶数のときには１種類のみ、𝑛が奇数のとき

には、２種類あります。これらの次元は 2[𝑛/2] 次元です。これから、この表現行列の
ことを単に 𝛾𝑎 と書くことにします。𝛾𝑎 はエルミート行列にとっておきます。

Clifford代数が物理で重要になる理由は、Lie代数 so(𝑛) をその部分集合として含ん
でいることです。記号 𝛾𝑎𝑏 を

𝛾𝑎𝑏 :=
1
2
[𝛾𝑎, 𝛾𝑏] (4.2)

として導入します。これから生成されるベクトル空間

spin(𝑛) = ⊕𝑎<𝑏R𝛾𝑎𝑏 (4.3)

を考えると、これが交換関係で閉じていて、Lie代数をなします。これをよく見てやる
と Lie代数として spin(𝑛) と so(𝑛) は同型になります。

spin(𝑛) の expからできる Lie群を考えましょう。これを

Spin(𝑛) :=

{
exp

(∑
𝑎<𝑏

𝜔𝑎𝑏𝛾
𝑎𝑏

)�����𝜔𝑎𝑏 ∈ R
}

(4.4)

と定義します。Spin(𝑛) は単連結の Lie群になっています。Spin(𝑛) は SO(𝑛) の二重被
覆になっています。つまり群の準同型

𝜌 : Spin(𝑛) → SO(𝑛) (4.5)

があって、2 : 1の写像になっています。
𝑛が偶数の場合、すべての 𝛾𝑎 と反交換する元があります。これを 𝑛 = 2𝑘 として

𝛾 := (−𝑖)𝑘𝛾1 · · ·𝛾𝑛 (4.6)

と書きます。これは 𝛾2 = 1を満たし、tr𝛾 = 0ですから 𝛾 の固有値は ±1で、それぞ
れ 2𝑛

2−1 重縮退になります。また、𝛾 はエルミート行列です。[𝛾,𝛾𝑎𝑏] = 0 ですから、
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Clifford代数の 2𝑘 次元の表現から導かれる so(2𝑘) の表現は既約ではありません。この
表現は 𝛾 の固有値が +1の既約表現と −1の既約表現の直和に分解されます。これらの
so(2𝑘) 既約表現はWeylスピノールと呼ばれます。また 𝛾 の固有値はカイラリティと
呼ばれます。

4.2 スピン構造
ここでは、空間の上でのスピノール場を考えたいので、スピノール束と呼ばれるベ

クトル束を導入します。これは、接ベクトル束から決まる主 SO(𝑛) 束を「持ち上げ
て」できる主 Spin(𝑛) 束を考えることにより、作ることができます。
𝑋 を 𝑛次元の向きのついた Riemann多様体とします。𝑋 を可縮なパッチに分け、１
つのパッチの上で座標 𝑥 𝜇 (𝜇 = 1, . . . , 𝑛) をとります。計量を

𝑑𝑠2 = 𝑔𝜇𝜈 (𝑥)𝑑𝑥 𝜇𝑑𝑥𝜈 (4.7)

とします。１つの項に同じ添字が２回現れるとその添字について和をとるという
Einsteinの規約を用いています。
余接ベクトル束 𝑇 ∗𝑋 を考えます。このパッチの中の各点ごとに正規直交基底

𝑒𝑎 (𝑥) = 𝑒𝑎𝜇 (𝑥)𝑑𝑥 𝜇 を１つとります。つまり

𝑔𝜇𝜈 (𝑥)𝑒𝑎𝜇 (𝑥)𝑒𝑏𝜈 (𝑥) = 𝛿𝑎𝑏 (4.8)

となるようにとります。𝑔𝜇𝜈 は 𝑔𝜇𝜈 の逆行列です。別の言い方をすると 𝑔𝜇𝜈 が

𝑔𝜇𝜈 (𝑥) = 𝛿𝑎𝑏𝑒𝑎𝜇 (𝑥)𝑒𝑏𝜈 (𝑥) (4.9)

と書けます。なので 𝑒
𝜇
𝑎 = 𝑔𝜇𝜈𝛿𝑎𝑏𝑒𝑏𝜈 として 𝑒

𝜇
𝑎 𝜕𝜇 が接ベクトル束の各点での正規直交基底

になります。物理では 𝑒𝑎 のことを多脚場 (vielbein)と呼んでいます。
接ベクトル束の計量を保つような接続を考えます。特にここでは Levi-Civita接続を

とっておきます2）。今とった基底でのこの接続の表示を 𝜔𝜇
𝑎
𝑏 と書きます。𝑎, 𝑏 の添字

は 𝛿𝑎𝑏, 𝛿
𝑎𝑏 で上げ下げするので上に書いても下に書いても同じです。つまり𝑉 𝑎 (𝑥)をベ

クトル場の成分とすると共変微分は

(𝐷𝜇𝑉 )𝑎 = 𝜕𝜇𝑉 𝑎 + 𝜔𝜇𝑎𝑏𝑉 𝑏 (4.10)

となります。この 𝜔𝜇
𝑎
𝑏 のことを物理ではスピン接続と呼んでいます。

2） 問題を具体的にするために Levi-Civita接続をとっていますが、計量を保つものであれば別のものでも
よいです。
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スピノール束を考えていきます。１つのパッチ𝑈𝛼 の上で 𝑆 |𝑈𝛼 = 𝑈𝛼 × C𝑚, 𝑚 = 2[𝑛/2]

です。この１つの切断を 𝜓 (𝑥) としたとき、共変微分は 𝜔𝜇
𝑎
𝑏 をスピノール表現で表し

たもの

𝐷𝜇𝜓 = 𝜕𝜇𝜓 + 1
4
𝜔𝜇

𝑎𝑏𝛾𝑎𝑏𝜓 (4.11)

となります。
次にパッチの貼り合わせを考えます。接ベクトル束の貼り合わせの関数は与えられ

ています。つまり、𝑈𝛼 ∩𝑈𝛽 ≠ ∅の各点 𝑥 で ℎ𝛼𝛽 (𝑥) ∈ SO(𝑛)が与えられています。これ
に対して ℎ̃𝛼𝛽 (𝑥) ∈ Spin(𝑛)を 𝜌 (ℎ̃𝛼𝛽 (𝑥)) = ℎ𝛼𝛽 (𝑥)となるように、そして３つのパッチが
重なる部分でちゃんと貼り合うように選びます。このように貼り合わせて出来るベク
トル束をスピノール束と呼びます。
スピノール束は存在しない場合もあります。また、存在する場合でも、一般には一

意ではありません。スピノール束から決まる主 Spin(𝑛) 束をスピン構造と呼びます。

4.3 Dirac演算子
𝑋 をスピン構造付きの Riemann多様体とし、𝑆 → 𝑋 をそのスピノール束とします。

𝐺 をコンパクト Lie群とし、𝐸 → 𝑋 を𝐺 を構造群に持つベクトル束とします。また、𝐸
の接続を 𝐴とします。パッチとその中での基底を１つとり、そこでの𝜓 (𝑥) ∈ Γ(𝑆 ⊗ 𝐸)
の共変微分を

𝐷𝜇𝜓 (𝑥) = 𝜕𝜇𝜓 + 1
4
𝜔𝜇

𝑎𝑏𝛾𝑎𝑏𝜓 − 𝑖𝐴𝜇𝜓 (4.12)

とします。𝐴𝜇 は接続 𝐴 を今の基底で行列に値を持つベクトル場で表したものです。
これを用いて、Γ(𝑆 ⊗ 𝐸) 上の Dirac演算子 𝐷 を

𝐷𝜓 := 𝛾 𝜇𝐷𝜇𝜓, 𝛾 𝜇 := 𝑒𝜇𝑎𝛾𝑎 (4.13)

と定義します。今はパッチごとに座標と基底をとって定義しましたが、最終的に出
来た 𝐷 は座標や基底のとり方によりません。また、𝐷 は反エルミート演算子になり
ます。
前に述べたように 𝑛が偶数の場合、すべての 𝛾𝑎 と反交換する 𝛾 が存在します。この

場合 𝛾 も Γ(𝑆 ⊗ 𝐸) に作用していて

𝛾𝐷 = −𝐷𝛾 (4.14)

という関係を満たします。
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5 2次元のフェルミオン

第 3節で紹介したアノマリーを２次元の立場から理解するために、ここでは２次元
の場合に指数定理を紹介します。

5.1 場と作用
𝑋 を２次元スピン構造付きの Riemann 多様体とし、𝑆 → 𝑋 をそのスピノー
ル束 𝐸 → 𝑋 をエルミート直線束、𝐸 の U(1) 接続を 𝐴 とします。𝜓 (𝑥),𝜓 (𝑥) を
Γ(𝑆 ⊗ 𝐸), Γ((𝑆 ⊗ 𝐸)∗) の元をフェルミオンにした場とします。作用を

𝑆 =
∫
𝑋
𝑑2𝑥

√
𝑔𝜓𝑖𝐷𝜓 (5.1)

とします。
この理論での期待値を考えます。𝐹 (𝜓,𝜓 ) を𝜓,𝜓 のゲージ不変な汎関数として

⟨𝐹 ⟩ :=
∫

𝐷𝜓𝐷𝜓𝐹 (𝜓,𝜓 )𝑒−𝑆 (5.2)

とします。実は分配関数を考えると 0になることがあるので規格化は深く考えないこ
とにします。

5.2 Atiyah-Singer指数定理
先程の設定で、𝑋 が閉じた多様体の場合を考えます。このとき、Atiyah-Singer(AS)

の指数定理を、軸性 U(1) アノマリーと呼ばれるアノマリーの立場から説明したいと
思います。

(5.1)を見ると、𝛼 を実数の定数として変換

𝜓 → 𝜓 ′ = 𝑒𝑖𝛼𝛾𝜓, 𝜓 → 𝜓 ′ = 𝜓𝑒𝑖𝛼𝛾 (5.3)

で 𝑆 は不変であることが分かります。この変換を軸性 U(1) 変換と呼んでおきま
しょう。
積分測度 𝐷𝜓𝐷𝜓 は軸性 U(1) 変換でどうなるでしょうか？ 素朴には、頑張ってうま

いスキームをとってくれば、この測度も軸性 U(1) 変換で不変になるようにできると
期待できます。しかし、U(1) ゲージ対称性を保つ限り、この軸性 U(1) 対称性を保つ
ようなスキームはないということが知られています。これは軸性 U(1)アノマリーと
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呼ばれ、Adler[4]と Bell, Jakiw[5]によって発見されました。ですので、軸性 U(1) ア
ノマリーは ABJアノマリーとも呼ばれます。今のような経路積分の見方と、それを用
いた計算方法は藤川 [6]によって開発されました。
軸性 U(1)アノマリーがあっても、これの性質を知っていれば、系を調べるのに役に

立ちます。𝜓,𝜓 によらない “Jacobian”𝐽 で

𝐷𝜓 ′𝐷𝜓 ′ = 𝐷𝜓𝐷𝜓 𝐽 (5.4)

となったと仮定します。そうすると次のようにして (5.2)で表される期待値の間に関係
式が得られ、この系の性質に関する情報が得られます。まず、期待値の定義 (5.2)に当
てはめて、積分変数を𝜓,𝜓 から𝜓 ′,𝜓 ′に書き換えて計算していきます。すると〈

𝐹 (𝜓,𝜓 )
〉
=

∫
𝐷𝜓𝐷𝜓𝐹 (𝜓,𝜓 )𝑒−𝑆 (𝜓,𝜓 ) =

∫
𝐷𝜓 ′𝐷𝜓 ′𝐹 (𝜓 ′,𝜓 ′)𝑒−𝑆 (𝜓 ′,𝜓 ′)

= 𝐽
∫

𝐷𝜓𝐷𝜓𝐹 (𝜓 ′,𝜓 ′)𝑒−𝑆 (𝜓,𝜓 ) = 𝐽
〈
𝐹 (𝜓 ′,𝜓 ′)

〉
(5.5)

という関係式が得られます。
では、𝐽 がどうなるかを調べましょう。このためにエルミート演算子 𝐷2の固有値問

題を考えます。これは数学的にちゃんと定義された問題です。まず、カイラリティの
演算子 𝛾 = −𝑖𝛾1𝛾2が 𝛾𝑎 と反交換することを思い出すと

𝛾𝐷 = −𝐷𝛾, 𝛾𝐷2 = 𝐷2𝛾 (5.6)

となるので、𝐷2 と 𝛾 は同時対角化できます。𝐷2 は半負定値です。まず固有値を
−𝜆2

𝑛 < 0として、対応する固有ベクトルがカイラリティが +で 𝑢+𝑛 であったとします。

𝐷2𝑢+𝑛 = −𝜆2
𝑛𝑢+𝑛, 𝛾𝑢+𝑛 = +𝑢+𝑛 . (5.7)

このとき、𝑢−𝑛 := 1
𝜆𝑛
𝐷𝑢+𝑛 とすると

𝐷2𝑢−𝑛 = −𝜆2
𝑛𝑢−𝑛, 𝛾𝑢−𝑛 = −𝑢−𝑛 . (5.8)

となります。つまり、𝐷2 の 0でない固有値に対応する固有ベクトルは必ずカイラリ
ティ +のものとカイラリティ −のものがペアで現れるということです。0固有値はペ
アになっているとは限りません。0固有値に対応するカイラリティ ±の固有ベクトル
をそれぞれ

𝑤+𝑖 (𝑖 = 1, . . . , 𝑛+), 𝑤−𝑖 (𝑖 = 1, . . . , 𝑛−) (5.9)
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としておきます。
これを踏まえて、𝜓,𝜓 を 𝑢±𝑛,𝑤±𝑖 で展開します。正則化のために 𝑛の和は 𝜆2

𝑛 < Λ2の
範囲内だけでとることにします。

𝜓 =
∑
𝑛

(𝑐+𝑛𝑢+𝑛 + 𝑐−𝑛𝑢−𝑛) +
𝑛+∑
𝑖=1

𝑏+𝑖𝑤+𝑖 +
𝑛−∑
𝑖=1

𝑏−𝑖𝑤−𝑖,

𝜓 =
∑
𝑛

(𝑐+𝑛𝑢†+𝑛 + 𝑐−𝑛𝑢†−𝑛) +
𝑛+∑
𝑖=1

𝑏+𝑖𝑤
†
+𝑖 +

𝑛−∑
𝑖=1

𝑏−𝑖𝑤
†
−𝑖 . (5.10)

𝑐±𝑛, 𝑐±𝑛, 𝑏±𝑖, 𝑏±𝑖 はフェルミオン（Grassmann代数の生成子）であることに注意してくだ
さい。こうしておくと正則化された積分測度 𝐷𝜓𝐷𝜓 は Ωを定数として

𝐷𝜓𝐷𝜓 = Ω
∏
𝑛

(𝑑𝑐+𝑛𝑑𝑐+𝑛𝑑𝑐−𝑛𝑑𝑐−𝑛)
𝑛+∏
𝑖=1

(𝑑𝑏+𝑖𝑑𝑏+𝑖)
𝑛+∏
𝑖=1

(𝑑𝑏−𝑖𝑑𝑏−𝑖) (5.11)

とすることができそうです。この正則化は U(1) ゲージ対称性を保ちます。
積分測度 (5.11)の軸性 U(1) 変換を考えてみましょう。𝑐±𝑛, 𝑐±𝑛, 𝑏±𝑖, 𝑏±𝑖 に対する軸性

U(1) 変換は

𝑐′+𝑛 = 𝑒
𝑖𝛼𝑐+𝑛, 𝑐′+𝑛 = 𝑒

𝑖𝛼𝑐+𝑛, 𝑏′+𝑛 = 𝑒
𝑖𝛼𝑏+𝑛, 𝑏′+𝑛 = 𝑒

𝑖𝛼𝑏+𝑛,

𝑐′−𝑛 = 𝑒
−𝑖𝛼𝑐−𝑛, 𝑐′−𝑛 = 𝑒

−𝑖𝛼𝑐−𝑛, 𝑏′−𝑛 = 𝑒
−𝑖𝛼𝑏−𝑛, 𝑏′−𝑛 = 𝑒

−𝑖𝛼𝑏−𝑛 (5.12)

となります。ですから、積分測度 (5.11)のうち、非 0モード 𝑐, 𝑐 の部分は明らかに不変
になります。ですから、0モードの部分 𝑏, 𝑏 のところだけを考えれば良いです。フェ
ルミオンの積分は実は微分だということに注意すると

𝐷𝜓 ′𝐷𝜓 ′ = 𝐷𝜓𝐷𝜓𝑒−2𝑖𝛼 (𝑛+−𝑛−) (5.13)

を得ます。ですから 𝐽 = 𝑒−2𝑖𝛼 (𝑛+−𝑛−) となることが分かりました。
この Jacobianにでてくる 𝑛+ − 𝑛−を Dirac演算子の指数と呼び

Ind(𝐷) := 𝑛+ − 𝑛− (5.14)

と書くことにします。実はこの指数が U(1) ゲージ場の曲率 𝐹 を用いて

Ind(𝐷) = 1
2𝜋

∫
𝑋
𝐹 (5.15)

23



と書けることが Atiyah-Singerの指数定理 [7, 8]から知られています。ですから

𝐽 = 𝑒−2𝑖𝛼 1
2𝜋

∫
𝑋
𝐹 (5.16)

となります。この結果は物理の計算 [4, 5, 6]からも知られていました。

5.3 Atiyah-Patodi-Singer指数定理
今回問題にしたい指数定理は境界のある多様体の場合の指数定理です。ここでは境

界のある多様体上のフェルミオンについて考えてみましょう。
𝑋 を境界があるコンパクト Riemann多様体とし、𝑌 = 𝜕𝑋 とします。境界がある場
合、境界条件をどうするかというのが問題になります。物理でよく使われる境界条件
は、𝑌 上での単位法線ベクトルを 𝑛𝑎 として、𝑌 上で

𝑛𝑎𝛾
𝑎𝜓 = 𝜓 (5.17)

あるいは

𝑛𝑎𝛾
𝑎𝜓 = −𝜓 (5.18)

というものです。これは、理論の局所性やユニタリー性などの物理で必要な条件を
満たします。しかし、この境界条件は 𝛾 と反交換します。ですから、この系はアノマ
リーを考える以前に軸性 U(1) 対称性を持ちません。指数定理の立場から言うと、こ
の境界条件の元で 𝐷𝜓 = 0の解は決まったカイラリティを持ちません。したがって、
指数は定義できません。

図 5 境界のある多様体 𝑋 と境界付近での座標のとり方。

Atiyah, Patodi, Singer[9, 10, 11]は、次のようなカイラリティを保つ境界条件を考え、
そこで指数定理を考えました。この境界条件は APS境界条件と呼ばれます。図 5のよ
うに境界のところを少しだけ円筒状に伸ばして、境界の近くで曲率が 0になるように
します。𝑌 の近くで、𝑌 に沿った座標を 𝑥1、𝑌 に垂直な座標を 𝑥2 ≥ 0とし 𝑥2 = 0が 𝑌
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だとします。接ベクトル束の正規直交基底 𝑒𝑎𝜇 = 𝛿
𝑎
𝜇 と選んで 𝜔𝜇

𝑎
𝑏 = 0とします。また 𝐸

の基底をうまく選んで 𝐴2 = 0とします。このとき、この付近での Dirac方程式 𝐷𝜓 = 0

は

𝜕2𝜓 = 𝐵𝜓, 𝐵 = −𝛾2𝛾1𝐷1 (5.19)

となります。𝐵 はエルミート演算子です。簡単のために 𝐵 は 0固有値を持たないとし
ます。APS境界条件は、𝑌 で

𝐵

|𝐵 |𝜓 = +𝜓 (5.20)

を要求します。(5.19)を 𝑌 から 𝑋 の内側に解いていったとき、指数関数的に増大す
る方のモードのみを残すということです。[𝐵,𝛾] = 0ですから、APS境界条件は軸性
U(1) アノマリーを保ちます。また、Dirac方程式 (5.19)の解は決まったカイラリティ
を持ちますから、指数を定義できます。この APS境界条件を課した Dirac演算子を
𝐷APSと書いておきます。

APS指数定理は、この 𝐷APSの指数に関する定理で、次のように表されます。

Ind(𝐷APS) =
1
2
𝜂 (𝑖𝐷1) +

1
2𝜋

∫
𝑋
𝐹 . (5.21)

これが 3.6項で出てきたものです。証明はここではやりません。

図 6 𝑋 に無限に長い円筒を付け加えて出来る多様体 𝑋。

境界を入れる代わりに、𝑋 の境界 𝑌 に無限に長い円筒 𝑌 × R≤0 を付け加えて出来る
多様体 𝑋 を考えることでも APS指数定理を考えることができます（図 6）。𝑋 上で 𝐿2

ノルムが有限な 𝐷𝜓 = 0の解の個数から決まる指数を考えたとき式 (5.21)が成り立ち
ます。これは先程 APS境界条件を考えるときにとった座標を用いて考えると理解でき
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ます。(5.20)の境界条件を満たす (5.19)の解を考えると、𝑥2 < 0の方に伸ばしていく
ことができて、指数関数的に減衰することになり、規格化可能になります。
さて、問題にしたいのは
なぜ 3節で取り扱った１次元の系が、APS指数と関係があるのか。

ということです。今までの話では、一応境界が１次元というところは関係がありそう
です。しかし、この節で扱った作用 (5.1)で表されるような「質量がない」フェルミオ
ンは本当に２次元にあるフェルミオンです。ですから物理としては、このフェルミオ
ンは 3節で扱った系とは関係がありません。

3節の系と関係がある２次元の理論を作るためには、フェルミオンに質量を与えて
２次元にあるフェルミオンを実質的に「殺す」必要があります。その上で境界のみに
質量のないフェルミオンが不可避に現れるようにすれば、ほとんど 3で扱った系にな
ります。その２次元の理論の分配関数が (3.40)の 𝑍𝑋 になるという主張です。
ということで、質量のあるフェルミオンと指数定理について次節で扱っていきます。

6 2次元の domain-wallフェルミオンと APS指数

6.1 質量
ここでは質量について説明します。大雑把にいうと、質量を今考えているスケール

より十分大きくすると、「何もない、空っぽの理論」になってしまうということです。
質量𝑀 を入れたフェルミオンの作用は、次のようなものです。

𝑆 =
∫
𝑋
𝑑2𝑥

√
𝑔𝜓 (𝑖𝐷 − 𝑖𝑀)𝜓 . (6.1)

例えば、この作用で表される系の分配関数を考えると Pauli-Villars正則化をして

𝑍 =
det(𝑖𝐷 − 𝑖𝑀)
det(𝑖𝐷 − 𝑖Λ) (6.2)

となります。𝜆を 𝑖𝐷 の固有値として

𝑍 =
∏
𝜆

𝜆 − 𝑖𝑀
𝜆 − 𝑖Λ (6.3)

となります。Λ は十分大きいとして、|𝜆 | ≪ |𝑀 | のときの因子は単に 𝑀
Λ となってし

まって、多様体の情報とかゲージ場の情報とかが一見消えてしまっています。これが、
「空っぽの理論」と呼んでいる１つの理由です。
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もう少し、感じをつかむために、フェルミオンの２点相関関数を考えてみます。
(2.9)をそのまま用いると 〈

𝜓 (𝑥)𝜓 (𝑥′)
〉
= ⟨𝑥 | 1

𝑖𝐷 − 𝑖𝑀 |𝑥′⟩ (6.4)

となります。記号の意味は、𝑥, 𝑥′を固定すると左辺は縦ベクトルと横ベクトルの積で
すから正方行列になります。右辺は演算子の逆を考えて、その積分核を表したもの
です。𝑋 = R2 でゲージ場が 0のとき、これは厳密に計算できます。その振る舞いは
|𝑥 − 𝑥′| ≫ 1/|𝑀 |のとき 〈

𝜓 (𝑥)𝜓 (𝑥′)
〉
∼ 𝑒−|𝑀 | |𝑥−𝑥 ′ | (6.5)

となり、1/|𝑀 |より距離が大きくなると急速に小さくなります。一般の 𝑋 の場合にも、
1/|𝑀 | が 𝑋 の曲率やゲージ場のスケールより十分小さかったとすると、その非常に小
さい部分では R2と同様になります。まとめると、この２点相関関数は 1/|𝑀 |より十分
大きい距離だけ離すと 0になります。また今の系の相関関数はWickの定理によって
２点相関関数の積に書けるので、1/|𝑀 |より十分大きい距離のスケールを考える限り、
すべての相関関数が 0になります。この意味で今の理論は「空っぽの理論」です。
もう少し具体的にするために、電子を考えてみます。電子は電荷を持っている粒子

のうち、もっとも軽いものです。電子の 1/|𝑀 | で表される距離（コンプトン波長と呼
ばれます）は約 2.4 × 10−12mになります。これは、典型的な原子の大きさの 1/100く
らいです。これより大きなスケールの物理を考える場合、真空中で電子の場があるこ
とは無視してよくなります。逆にこれより小さいスケールの物理を考える場合には3）、
この電子の効果を考える必要があります。
ここで、質量のあるフェルミオンの理論は「空っぽの理論」だと言いました。実は

「空っぽの理論」と言いながら、微妙に何か残っているものがあり、それがこれからの
議論で重要な役割を果たします。例えば今の場合、𝑀 > 0で大きい場合と𝑀 < 0で絶
対値が大きい場合では、両方とも「空っぽの理論」ですが、微妙に「異なる」空っぽ
の理論です。このような違いを「異なる SPT相にある」という言い方をします。今
回、この質量の符号に関する SPT相と Dirac演算子の指数の関連について、これから
説明していきたいと思います。

3） あるいは、非常に精密な測定ができる場合にも考えないとだめです。
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6.2 質量のあるフェルミオンと AS指数
ここでは、質量のあるフェルミオンの理論と AS指数について説明します。ここか

らは、あまり標準的なお話ではなくて、教科書とかには載っていないお話になります。
𝑋 を閉じた２次元リーマン多様体とし、ベクトル束などは 5.1項のものをとります。
ただし、作用は質量のあるフェルミオンの作用 (6.1)を考えます。ここから、分配関数
を作ります。これは、𝑋（計量やスピン構造や接続もまとめて 𝑋 と書いておきます）
と質量𝑀 によっているので

𝑍 (𝑋,𝑀) =
∫

𝐷𝜓𝐷𝜓𝑒−𝑆 =
det(𝑖𝐷 − 𝑖𝑀)
det(𝑖𝐷 − 𝑖Λ) (6.6)

と書いておきます。ここでも、Pauli-Villars正則化を用いていて、簡略化した記号で書
いています。質量の符号による違いを考えたいので𝑀 > 0として

𝑍 (𝑋,−𝑀)
𝑍 (𝑋,𝑀) =

det(𝑖𝐷 + 𝑖𝑀)
det(𝑖𝐷 − 𝑖𝑀) (6.7)

という比を考えることにします。
ここでは、２つのやり方で (6.7)を考えてみましょう。１つめは、軸性 U(1) 変換を

利用する方法です。質量のあるフェルミオンの理論は、軸性 U(1) 変換で不変ではあ
りません。実際

𝜓 ′𝜓 ′ = 𝜓𝑒2𝑖𝛼𝛾𝜓 (6.8)

となります。特に 𝛼 = 𝜋/2とおくと

𝜓 ′𝜓 ′ = −𝜓𝜓 (6.9)

となります。したがって (6.1)の作用を 𝑆 (𝜓,𝜓,𝑀) と書くと

𝑆 (𝜓 ′,𝜓 ′, 𝑀) = 𝑆 (𝜓,𝜓,−𝑀) (6.10)

となります。(5.13), (5.14)で 𝛼 = 𝜋/2とおくと

𝐷𝜓 ′𝐷𝜓 ′ = 𝐷𝜓𝐷𝜓 𝑒−𝜋𝑖 Ind(𝐷) (6.11)

となります。したがって

𝑍 (𝑋,𝑀) =
∫

𝐷𝜓𝐷𝜓𝑒−𝑆 (𝜓,𝜓,𝑀) =
∫

𝐷𝜓 ′𝐷𝜓 ′𝑒−𝑆 (𝜓
′,𝜓 ′,𝑀) = 𝑒−𝜋𝑖 Ind(𝐷)

∫
𝐷𝜓𝐷𝜓𝑒−𝑆 (𝜓,𝜓,−𝑀)

(6.12)
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となり
𝑍 (𝑋,−𝑀)
𝑍 (𝑋,𝑀) = 𝑒𝜋𝑖 Ind(𝐷) (6.13)

を得ます。
２つめの説明をします。このために (6.7)を変形していきます。

𝑍 (𝑋,−𝑀)
𝑍 (𝑋,𝑀) =

det(𝑖𝐷 + 𝑖𝑀)
det(𝑖𝐷 − 𝑖𝑀) =

det(𝑖𝛾 (𝐷 +𝑀))
det(𝑖𝛾 (𝐷 −𝑀)) (6.14)

となります。ここから少し怪しい変形をしていきます。このために

𝐻− := 𝛾 (𝐷 +𝑀) (6.15)

について考えます。これはエルミート演算子であることに注意します。ですからその
行列式は固有値の積で書けて

det(𝑖𝐻−) =
∏

𝜆:固有値
𝑖𝜆 =

∏
𝜆:固有値

|𝜆 |𝑒𝑖 𝜋2 sign 𝜆 = | det(𝑖𝐻−) |𝑒
𝜋
2 𝑖𝜂 (𝐻−) (6.16)

となります。ここで固有値の符号の和をゼータ関数正則化で考えたη不変量が出てき
ます。𝐻+ := 𝛾 (𝐷 −𝑀) として、

𝑍 (𝑋,−𝑀)
𝑍 (𝑋,𝑀) =

����𝑍 (𝑋,−𝑀)
𝑍 (𝑋,𝑀)

����𝑒𝜋𝑖 1
2 (𝜂 (𝐻−)−𝜂 (𝐻+)) (6.17)

となります。
(6.13)と (6.17)を比較すると

1
2
𝜂 (𝐻−) −

1
2
𝜂 (𝐻+) ≡ Ind(𝐷) mod 2 (6.18)

という結果が得られます。実は、これよりもっと強い関係

1
2
𝜂 (𝐻−) −

1
2
𝜂 (𝐻+) = Ind(𝐷) (6.19)

が成り立ちます。これが、説明したかった質量のあるフェルミオンと AS指数の関係
です。

(6.19)の１つの証明は [2]でも書いています。ここでは、別の初等的な証明を紹介し
ます。これには 𝐻−と 𝐷 が反交換することを用います。

𝐷𝐻− = −𝐻−𝐷. (6.20)
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ですから、𝜙 を 𝐻−の固有値 𝜆の固有ベクトルとし、𝐷𝜙 ≠ 0である場合には、

𝐻−𝐷𝜙 = −𝜆𝐷𝜙 (6.21)

となるので固有ベクトル 𝐷𝜙 の固有値が −𝜆ということになります。つまり 𝐷𝜙 ≠ 0の
とき、+𝜆の固有値と −𝜆の固有値が１対１対応しているということです。したがって、
Re 𝑠 が十分大きいとして

𝜂 (𝐻−, 𝑠) :=
∑

(𝜆,𝜙):𝐻−の固有値固有ベクトル

𝜆

|𝜆 |1+𝑠
=

∑
(𝜆,𝜙):𝐻−の固有値固有ベクトル, 𝐷𝜙=0

𝜆

|𝜆 |1+𝑠
(6.22)

となります。最後の表式は有限和ですから、解析接続はできているので 𝑠 = 0として

𝜂 (𝐻−) := 𝜂 (𝐻−, 0) =
∑

(𝜆,𝜙):𝐻−の固有値固有ベクトル, 𝐷𝜙=0

sign 𝜆 (6.23)

となります。後は 𝐷𝜙 = 0となる空間での 𝐻−の固有値固有ベクトルを考えれば良いこ
とになります。𝐷𝜙 = 0のとき

𝐻−𝜙 = 𝛾 (𝐷 +𝑀)𝜙 = 𝑀𝛾𝜙 (6.24)

となるので、𝐻−の固有値の符号は 𝛾 の固有値、つまりカイラリティになります。ここ
から、固有値の符号の和は AS指数そのものになります。

𝜂 (𝐻−) = Ind(𝐷) (6.25)

という非常にシンプルな関係が成り立ちます。同様の議論をすると

𝜂 (𝐻+) = − Ind(𝐷) (6.26)

となるので (6.19)が成り立つことが証明できました。
物理での伝統的な AS指数の説明は、5節で説明したような質量のないフェルミオン

と軸性 U(1) アノマリーに関係するものでした。しかし、この節で説明したような質
量のあるフェルミオンとの関係は、物理における指数の新しい見方と言えます。ここ
で見たのは分配関数の符号として現れ、SPT相を区別するのに用いることができると
いうことです。実は (6.19)のように、偶奇だけでなく整数としての指数も質量のある
フェルミオンのη不変量として表すことができる、というのも様々な物理的応用があ
ると期待しています。
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6.3 domain-wallフェルミオン
これまでの考察を利用して 3.6項で考えたようなアノマリー流入について、𝑍 は何

か、という問題をもう一度よく考えたいです。
状況としては、質量のないフェルミオンが２次元にあると全く異なる状況になるの

で、２次元では質量のあるフェルミオン、つまり以前に「空っぽの理論」と呼んだも
のを用います。
ただし、作用 (3.4)で表されるような１次元の質量のないフェルミオンにはいてほし

いので、ここでは domain-wallフェルミオンと呼ばれるものを用います4）。これは、２
つの異なる SPT相にある理論を 𝑌 を境界にして貼り合わせたものです。このようにす
ると境界のところに質量のないフェルミオンが現れることが知られています。

+1

-1
図 7 domain-wallフェルミオンの設定。𝑋+と 𝑋−で別の相にある。それを表すのに 𝜅 という

関数を用いている。

設定を詳しく説明します。図 7を見てください。𝑋 を閉じた２次元リーマン多様体
とし、5で考えたような構造が入っているとします。𝑋 をその 1次元部分多様体 𝑌 を
境界にして２つの部分 𝑋+と 𝑋−に分けることにします。ただし、𝑌 付近の小さな領域
で 𝑌 × Rと同じになっているとします。関数 𝜅 : 𝑋 → Rを

𝜅 (𝑥) =

−1 𝑥 ∈ 𝑋−

+1 𝑥 ∈ 𝑋+

(6.27)

4） [12, 13]では、質量のあるフェルミオンで境界を入れたものを用いられています。
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とします。𝑌 上では 𝜅 = 0としておきます。𝑀 > 0として、この 𝑋 の上で作用

𝑆𝐷𝑊 =
∫
𝑋
𝑑2𝑥

√
𝑔𝜓 (𝑖𝐷 + 𝑖𝑀𝜅 (𝑥))𝜓 (6.28)

で表されるフェルミオンを考えます。この分配関数は Pauli-Villars正則化を考えて

𝑍DW =
∫

𝐷𝜓𝐷𝜓𝑒−𝑆𝐷𝑊 =
det(𝑖 (𝐷 +𝑀𝜅))
det(𝑖 (𝐷 − Λ)) =

det(𝐻DW)
det(𝐻PV)

,

𝐻DW := 𝛾 (𝐷 +𝑀𝜅), 𝐻PV := 𝛾 (𝐷 − Λ) (6.29)

となります。
(6.28),(6.29)で表される系には次の性質があります。

• 𝑍DWは実数です。これは、𝐻DW, 𝐻PVはエルミート演算子であることから分かりま
す。これは既にちゃんと正則化されたものですから、場の理論特有の微妙さはあ
りません。

• 𝑍DWは U(1) ゲージ対称性を保っています。
• この系は 𝑌 に局在化した質量のないフェルミオンがあります。このことは、次に
説明するように 𝐻DWの |𝑀 |より絶対値がずっと小さな固有値が 𝑖𝐷1の固有値と一
致し、固有ベクトルが 𝑌 付近に局在することから言えます。

したがって 3.6項で考えたシナリオに出てくるものとしてふさわしいです。別の言い
方をすると

domain-wallフェルミオンは 3節で考えたフェルミオンの T対称性、U(1) ゲー
ジ対称性は保つが１次元の系の中では閉じていない正則化（𝑀 も Λもカット
オフとして）である。

と言えます。
さて 𝐻DWのスペクトルについて考えましょう。𝑌 の付近以外では、質量のあるフェ

ルミオンですから、固有値の絶対値は |𝑀 | 程度以上になります。それよりずっと絶対
値が小さい固有値があるとすると、対応する固有ベクトルは 𝑌 の付近に局在してい
ます。

|𝑌 |付近では、𝑌 × Rになっています。ここに注目し、具体的に座標をとって考えま
す。𝑌 に垂直に座標 𝑥2 をとり 𝑥2 = 0が 𝑌 とし、𝑥2 > 0が 𝑋+ に入っているとします。
|𝑌 | に沿って 𝑥1 をとり、前にやったように 𝜔𝜇

𝑎
𝑏 = 0, 𝐴2 = 0となるゲージをとります。
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固有関数を 𝜙、固有値を 𝜇 として、固有値方程式は

(𝛾𝛾2𝜕2 + 𝛾𝛾1𝐷1 +𝑀𝜅 (𝑥)𝛾 − 𝜇)𝜙 = 0 (6.30)

となります。これは、変数分離可能です。𝑖𝐷1を対角化して 𝑖𝐷1𝑢𝜆 (𝑥1) = 𝜆𝑢𝜆 (𝑥1) とし、
𝜙 = 𝑓 (𝑥2)𝑢𝜆 (𝑥1) とします。𝛾 = −𝑖𝛾1𝛾2であることを考慮すると固有値方程式は

𝑓 ′ = (𝜆𝛾 −𝑀𝜅 (𝑥)𝛾2 + 𝜇𝑖𝛾1) 𝑓 (6.31)

となります。ここから 𝜇 = 𝜆であることを示します。
まず、境界条件について説明します。(6.31)の両辺の 𝑥2 = 0における不連続性につ

いて考えます。𝑓 は連続ですから5）不連続性を比較すると

𝑓 ′(+0) − 𝑓 ′(−0) = −2𝑀𝛾2𝑓 (0) (6.32)

となります。今、𝑌 から離れると 𝑓 は小さくなるようにしていますから、左辺は負に
なるはずです。ですから

𝛾2𝑓 (0) = +𝑓 (0) (6.33)

という境界条件を満たす必要があります。
次に 𝑥2 > 0の領域で (6.31)を考えます。これは

𝑓 ′ = 𝐾𝑓 , 𝐾 := 𝜆𝛾 −𝑀𝛾2 + 𝜇𝑖𝛾1 (6.34)

と書けます。𝐾 は 𝑥2によらない行列ですから一般解はすぐに求まります。これは、例
えば 𝐾 を対角化することで得られます。ここで

𝐾2 = 𝜆2 +𝑀2 − 𝜇2, Tr𝐾 = 0 (6.35)

ですから、固有値は ±
√
𝜆2 +𝑀2 − 𝜇2で縮退度は１ずつということになります。𝑌 付近

に局在しなければならないので 𝑓 は

𝐾𝑓 = −
√
𝜆2 +𝑀2 − 𝜇2𝑓 (6.36)

を満たす必要があります。ですから (6.34)の解は、

𝑓 (𝑥2) = exp
(
−
√
𝜆2 +𝑀2 − 𝜇2𝑥2

)
𝑓 (0) (6.37)

5） そうでないと 𝑓 ′がデルタ関数を含むことになります。
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となります。(6.33)を考え合わせると 𝑥2 = 0でのみならず、𝑥2 > 0で

𝛾2𝑓 = +𝑓 (6.38)

を満たすことが分かります。
(6.36)と (6.38)を考えると

−𝑀 = −
√
𝜆2 +𝑀2 − 𝜇2, (𝜆𝛾 + 𝜇𝑖𝛾1) 𝑓 = 0 (6.39)

という式を得ます。ここから 𝜇 = 𝜆となります。また、得られた固有関数の様子は図 8

のようになり、実際に 𝑌 付近に局在しています。

図 8 𝑌 のところに局在した解の様子。𝑌 から離れるにしたがって指数関数的に小さくなる。

6.4 domain-wallフェルミオンと APS指数
さて、domain-wallフェルミオンと APS指数の関係について述べます。今、𝑋 を 𝑌

のところで２つに分け、𝑋+と、𝑋−で異なる SPT相にあるという状況を考えています。
𝑋+の方を A相、𝑋−の方を B相と呼ぶことにしましょう。どちらが自明な相で、どち
らが非自明な相かはスキームによります。今のように Pauli-Villarsで Λ > 0の場合に
は、A相が非自明、B相が自明になります。ただし、スキームに依存しているという
のは気持ち悪いので、𝑋 全体が B相になっているものとの比を考えることにします。
6.2項の記号を使って

𝑍DW
𝑍 (𝑋,𝑀) =

det𝐻DW
det𝐻+

(6.40)

を考えます。
6.2項と同じ議論をすると (6.40)の位相は

𝑍DW
𝑍 (𝑋,𝑀) =

���� 𝑍DW
𝑍 (𝑋,𝑀)

����𝑒𝜋𝑖𝐼DW, 𝐼DW =
1
2
(𝜂 (𝐻DW) − 𝜂 (𝐻+)) (6.41)

となります。 𝑍DW
𝑍 (𝑋,𝑀) は実数ですから 𝐼DW は整数になります。これは、既に非自明な結

果です。
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今の系は 3.6項のシナリオを実現しているはずなので、𝑍 と 𝑍DW
𝑍 (𝑋,𝑀) は同じものだと

期待できます。ただし、絶対値の部分はスキームによるので位相の部分だけを考えま
す。ここから

𝐼DW ≡ Ind(𝐷APS) mod 2 (6.42)

となっていると予想します。ここで Ind(𝐷APS) は 𝑋+ において、その境界 𝑌 で APS境
界条件を考えた場合の APS指数です。

6.2項での質量のあるフェルミオンと AS指数の場合のことを考えると、(6.42)より
も、さらに強い関係

𝐼DW = Ind(𝐷APS) (6.43)

が成り立つことが予想できます。実際これが正しいことを [1]で議論し、[2]で証明を
与えました。
証明の詳細はここでは述べませんが、証明は簡単ではないということを説明します。

(6.19)のときは 𝐷 と 𝐻− が反交換することが効いていました。今の場合、質量項が定
数でないために 𝐷 と 𝐻DWが反交換しません。なので、(6.19)と同じ簡単な証明は今は
出来ません。

7 一般の次元

これまで、１次元のアノマリーを２次元から見た描像について説明してきました。
これは、任意の奇数次元のパリティアノマリーと呼ばれているアノマリーを１次元高
い空間から見るという描像に一般化できます。
𝑛 を偶数とし、𝑋 を 𝑛 次元多様体で 4.3項で考えたような構造付きの多様体としま
す。また 4.3項で考えたフェルミオン𝜓,𝜓 と Dirac演算子 𝐷 と考えます。
まず、𝑋 を閉じた多様体として、質量のないフェルミオンの理論を考えます。作

用は

𝑆 =
∫
𝑋
𝑑𝑛𝑥

√
𝑔𝜓𝑖𝐷𝜓 (7.1)

とします。この作用は軸性 U(1) 変換

𝜓 → 𝜓 ′ = 𝑒𝑖𝛾𝛼𝜓,𝜓 → 𝜓 ′𝑒𝑖𝛾𝛼 (7.2)
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で不変です。しかし軸性 U(1) アノマリーがあり、積分測度は不変ではなく

𝐷𝜓 ′𝐷𝜓 ′ = 𝐷𝜓𝐷𝜓 𝐽, 𝐽 = 𝑒−2𝑖𝛼 Ind(𝐷) (7.3)

となります。ここで Ind(𝐷)は 𝐷 の AS指数で 𝐷𝜙 = 0のカイラリティが +の解の個数
を 𝑛+、カイラリティが −の解の個数を 𝑛−として

Ind(𝐷) := 𝑛+ − 𝑛− (7.4)

と定義されます。AS指数定理は

Ind(𝐷) =
∫
𝑋

Tr
(
𝑒

𝐹
2𝜋

)
𝐴(𝑅) (7.5)

と書けます。ここで 𝐴(𝑅) は、Aルーフ種数と呼ばれ、次のように定義されています。
𝜔𝑎𝑏 = 𝜔𝜇𝑎𝑏𝑑𝑥 𝜇 から作られる曲率 𝑅を

𝑅𝑎𝑏 = 𝑑𝜔
𝑎
𝑏 + (𝜔 ∧ 𝜔)𝑎𝑏 (7.6)

とします。𝜔 ∧𝜔 は行列としての積で、かつ１形式同士の外積とします。𝑅を局所的に
２形式を値に持つ行列とします。Aルーフ種数は形式的に

𝐴(𝐴) =

√
det

𝑖𝑅/(4𝜋)
sinh 𝑖𝑅/(4𝜋) (7.7)

と書けます。
𝑋 が境界がある場合の APS指数定理も同様にあります。𝑋 の境界を 𝑌 として、𝑌 の
付近では 𝑌 ×Rになっているとします。ここで、𝑥1, . . . , 𝑥𝑛−1を 𝑌 の座標、𝑥𝑛 を 𝑌 に垂
直な座標とします。うまく座標、ゲージをとることで 𝐷𝜓 = 0という方程式は、

𝜕𝑛𝜓 = 𝐵𝜓, 𝐵 = −𝛾𝑛𝛾 𝑖𝐷𝑖 (7.8)

と書けます。APS境界条件は 𝑌 上で
𝐵

|𝐵 |𝜓 = +𝜓 (7.9)

を課します。これは、軸性 U(1) 対称性を保ちます。APS指数定理は

Ind(𝐷APS) =
1
2
𝜂 (𝑖𝐷𝑛−1) +

∫
𝑋

Tr
(
𝑒

𝐹
2𝜋

)
𝐴(𝑅) (7.10)

となります。𝐷𝑛−1は 𝑌 での Dirac演算子です。
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質量のあるフェルミオンと AS指数の関係も同じです。𝑀 > 0として

𝐻− := 𝛾 (𝐷 +𝑀), 𝐻+ := 𝛾 (𝐷 −𝑀) (7.11)

とします。このとき

Ind(𝐷) = 1
2
𝜂 (𝐻−) −

1
2
𝜂 (𝐻+) (7.12)

が成り立ちます。
質量のある場合の APS指数の関係も同様にあります。𝑋 を 𝑌 のところで 𝑋+ と 𝑋−

の２つに分けます。𝜅 を 𝑋 上の関数で 𝑋+ で +1、𝑋− で −1、𝑌 で 0の値をとるとしま
す。𝐻DWを

𝐻DW := 𝛾 (𝐷 +𝑀𝜅) (7.13)

と定義します。𝑌 を境界とする 𝑋+ で定義された APS境界条件の Dirac演算子を 𝐷APS

として、𝑀 が十分に大きいとき

Ind(𝐷APS) =
1
2
𝜂 (𝐻DW) − 1

2
𝜂 (𝐻+) (7.14)

が成り立ちます。

8 展望

今回は、奇数次元のパリティアノマリーと呼ばれているものに限って、それを１次
元高い空間での APS指数からアノマリー流入で理解するという描像に限って説明しま
した。しかし、[3]では、フェルミオンに関するすべてのアノマリーは１次元高い空間
からのアノマリー流入で理解できるということが述べられました。つまり、アノマ
リー流入がアノマリーの理解に関して、かなり本質的な役割を果たすということです。
アノマリー流入はもともと [14]で発見され、様々な場面で重要な役割を果たしてきま
した。[14]では domain-wallだけでなく、4次元の中では弦、一般には渦糸と呼ばれる
codim 2の defectについてもアノマリー流入があることを示しています。この渦糸や、
他の様々な codimensionの defectとアノマリー流入について、現代的な観点からあら
ためて考察してみるというのは面白い課題だと思います。特に物性で研究されている
高次トポロジカル物質との関係も気になるところです。
また、この講義では、Dirac演算子に限って説明しましたが、[2]では、もう少し広い

クラスの演算子を取り扱っています。偶数次元で１階の反エルミート楕円形微分演算
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子 𝐷 と、それと反交換する 𝛾 がある場合に同様の定理が成り立つことが証明できてい
ます。もっと広いクラス、特に奇数次元の場合に拡張するのは１つの今後の課題です。
奇数次元の指数定理の１つの例として、𝑛 = 4𝑘 + 1次元でゲージ群が SU(2)、あるい

は USp(2𝑟 ) の場合の mod 2指数と呼ばれているものがあります。これは、4𝑘 次元の
Wittenの大域的アノマリーと呼ばれているものと関係があり、物理でも興味ある対
象です。これに関しては、やはり domain-wallフェルミオンの見方ができることが分
かって、論文を準備中です [15]。
今回は、物理のパリティアノマリーのアノマリー流入を考えたいという動機で APS

指数を考えたのですが、この動機からすると APS指数そのものは必要なくて、その偶
奇だけが必要でした。しかし、いろいろやってみると整数の APS指数が domain-wall

フェルミオンの言葉で書けることが分かりました。このことの物理的意味をもう少し
考えてみたいです。特に数学者の方々と共同研究をするようになって思うようになっ
たことは、指数というのは既にかなり情報を捨て去っているということです。もちろ
ん本当に物理的な情報、例えば Dirac演算子のスペクトルそのものは、この方向では
難しく、もっと定量的な解析が必要です。しかし、例えば K理論の元としての区別の
ような、もっときれいな部分に限っても指数以上のものがあるはずです。これらにつ
いて物理的観点から考えてみることは興味深い課題だと思います。

A 𝜂 (𝑖𝐷1) の計算

この計算に必要なHurwitzゼータ関数についてまとめておきます。Re𝑏 > 0, Re 𝑠 > 1

のとき

𝜁 (𝑠, 𝑏) :=
∞∑
𝑛=0

1
(𝑛 + 𝑏)𝑠 (A.1)

と定義します。また、それ以外の 𝑠 にも解析接続で定義します。特に後に用いるのは
𝑠 = 0での値

𝜁 (0, 𝑏) = 1
2
− 𝑏 (A.2)

です。
𝜂 (𝑖𝐷1) を定義にしたがって計算します。Re 𝑠 を十分大きいとして

𝜂 (𝑖𝐷1, 𝑠) :=
∑
𝑟∈Z+ 1

2

𝜆𝑟
|𝜆𝑟 |1+𝑠

, 𝜆𝑟 = 𝑟 + 𝑎 (A.3)
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を計算していきます。これはゲージ変換 𝑎 → 𝑎 + 1で不変ですから

−1
2
< 𝑎 <

1
2

(A.4)

のときに計算すれば十分です。𝑏 := 𝑎 + 1
2 とすると 0 < 𝑏 < 1です。この 𝑏 を用いると

𝜂 (𝑖𝐷1, 𝑠) =
∑
𝑛∈Z

𝑛 + 𝑏
|𝑛 + 𝑏 |1+𝑠

=
∞∑
𝑛=0

1
(𝑛 + 𝑏)𝑠 +

∞∑
𝑛=1

−𝑛 + 𝑏
| − 𝑛 + 𝑏 |1+𝑠

(A.5)

となります。前の和は 𝜁 (𝑠, 𝑏) そのものです。後ろの和は
∞∑
𝑛=1

−𝑛 + 𝑏
| − 𝑛 + 𝑏 |1+𝑠

= −
∞∑
𝑛=1

𝑛 − 𝑏
|𝑛 − 𝑏 |1+𝑠

= −
∞∑
𝑛=0

𝑛 + 1 − 𝑏
|𝑛 + 1 − 𝑏 |1+𝑠

= −
∞∑
𝑛=0

1
(𝑛 + 1 − 𝑏)𝑠 = −𝜁 (𝑠, 1 − 𝑏) (A.6)

となります。ですから

𝜂 (𝑖𝐷1, 𝑠) = 𝜁 (𝑠, 𝑏) − 𝜁 (𝑠, 1 − 𝑏) (A.7)

を得ます。
𝜂 (𝑖𝐷1) = 𝜂 (𝑖𝐷1, 𝑠 = 0) を (A.2)を用いて

𝜂 (𝑖𝐷1) =
1
2
− 𝑏 −

(
1
2
− (1 − 𝑏)

)
= 1 − 2𝑏 = −2𝑎, (−1

2
< 𝑎 <

1
2
) (A.8)

となります。
一般の 1/2の奇数倍でない 𝑎の場合、四捨五入したもの [𝑎 + 1/2] を引くことにより

−1
2
< 𝑎 − [𝑎 + 1/2] < 1

2
(A.9)

を満たすので、

𝜂 (𝑖𝐷1) = −2(𝑎 − [𝑎 + 1/2]) = 2[𝑎 + 1/2] − 2𝑎 (A.10)

を得ます。

参考文献

[1] H. Fukaya, T. Onogi, and S. Yamaguchi, “Atiyah-Patodi-Singer index from the

domain-wall fermion Dirac operator,” Phys. Rev. D 96 no. 12, (2017) 125004,

arXiv:1710.03379 [hep-th].

39

http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.96.125004
http://arxiv.org/abs/1710.03379


[2] H. Fukaya, M. Furuta, S. Matsuo, T. Onogi, S. Yamaguchi, and M. Yamashita, “The

Atiyah-Patodi-Singer index and domain-wall fermion Dirac operators,”

arXiv:1910.01987 [math.DG].

[3] E. Witten, “Fermion Path Integrals And Topological Phases,” Rev. Mod. Phys. 88

no. 3, (2016) 035001, arXiv:1508.04715 [cond-mat.mes-hall].

[4] S. L. Adler, “Axial vector vertex in spinor electrodynamics,” Phys. Rev. 177 (1969)

2426–2438.

[5] J. Bell and R. Jackiw, “A PCAC puzzle: 𝜋0 → 𝛾𝛾 in the 𝜎 model,” Nuovo Cim. A 60

(1969) 47–61.

[6] K. Fujikawa, “Path Integral Measure for Gauge Invariant Fermion Theories,” Phys.

Rev. Lett. 42 (1979) 1195–1198.

[7] M. Atiyah and I. Singer, “The index of elliptic operators on compact manifolds,” Bull.

Am. Math. Soc. 69 (1969) 422–433.

[8] M. Atiyah and I. Singer, “The Index of elliptic operators. 1,” Annals Math. 87 (1968)

484–530.

[9] M. Atiyah, V. Patodi, and I. Singer, “Spectral asymmetry and Riemannian Geometry

1,” Math. Proc. Cambridge Phil. Soc. 77 (1975) 43.

[10] M. Atiyah, V. Patodi, and I. Singer, “Spectral asymmetry and Riemannian geometry

2,” Math. Proc. Cambridge Phil. Soc. 78 (1976) 405.

[11] M. Atiyah, V. Patodi, and I. Singer, “Spectral asymmetry and Riemannian geometry.

III,” Math. Proc. Cambridge Phil. Soc. 79 (1976) 71–99.

[12] K. Yonekura, “Dai-Freed theorem and topological phases of matter,” JHEP 09 (2016)

022, arXiv:1607.01873 [hep-th].

[13] E. Witten and K. Yonekura, “Anomaly Inflow and the 𝜂-Invariant,” in The Shoucheng

Zhang Memorial Workshop. 9, 2019. arXiv:1909.08775 [hep-th].

[14] J. Callan, Curtis G. and J. A. Harvey, “Anomalies and Fermion Zero Modes on

Strings and Domain Walls,” Nucl. Phys. B 250 (1985) 427–436.

[15] H. Fukaya, M. Furuta, Y. Matsuki, S. Matsuo, T. Onogi, S. Yamaguchi, and

M. Yamashita, “Mod-two APS index and domain-wall fermions,”. in preparation.

40

http://arxiv.org/abs/1910.01987
http://dx.doi.org/10.1103/RevModPhys.88.035001
http://dx.doi.org/10.1103/RevModPhys.88.035001
http://arxiv.org/abs/1508.04715
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRev.177.2426
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRev.177.2426
http://dx.doi.org/10.1007/BF02823296
http://dx.doi.org/10.1007/BF02823296
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.42.1195
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.42.1195
http://dx.doi.org/10.1090/S0002-9904-1963-10957-X
http://dx.doi.org/10.1090/S0002-9904-1963-10957-X
http://dx.doi.org/10.2307/1970715
http://dx.doi.org/10.2307/1970715
http://dx.doi.org/10.1017/S0305004100049410
http://dx.doi.org/10.1017/S0305004100051872
http://dx.doi.org/10.1017/S0305004100052105
http://dx.doi.org/10.1007/JHEP09(2016)022
http://dx.doi.org/10.1007/JHEP09(2016)022
http://arxiv.org/abs/1607.01873
http://arxiv.org/abs/1909.08775
http://dx.doi.org/10.1016/0550-3213(85)90489-4

	導入
	フェルミオンの積分
	１次元のフェルミオンの例
	時空と場
	発散
	運動量カットオフ
	Pauli-Villars正則化
	η不変量
	アノマリー流入

	スピノール
	Clifford代数
	スピン構造
	Dirac演算子

	2次元のフェルミオン
	場と作用
	Atiyah-Singer指数定理
	Atiyah-Patodi-Singer指数定理

	2次元のdomain-wallフェルミオンとAPS指数
	質量
	質量のあるフェルミオンとAS指数
	domain-wallフェルミオン
	domain-wallフェルミオンとAPS指数

	一般の次元
	展望
	(iD1)の計算

