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第1章 序論

摂動論的弦理論とは、時空の中を運動する弦の世界面の上の２次元場の理論を研

究することにより時空の重力理論を理解しようという試みである。

粒子の理論では、同様に時空の中を運動する粒子の世界線上の量子力学を研究

したとしても、時空の場の理論について得られる情報は少ない。一方、弦理論の

場合には世界面の上の理論を調べることで、少なくとも摂動論的には時空の重力

場の理論の S行列等が計算できる。ここが弦理論の優位な点である。

本論では、世界面の上の場の理論を用いて、時空の理論の解析を行う。弦理論

としてもっともよく研究されている平らな背景時空上の弦の世界面の上の理論は、

自由場の理論である。それに対して曲がった背景時空上の弦の世界面の上の理論

は、相互作用がある理論であり、通常の古典幾何学的な描像は通用しない。つま

り、このような相互作用のある弦の世界面の理論を考えることにより時空の幾何

学というものに対する新しい見方が出来るようになる。

また、本論で主に扱うのは非コンパクトな曲がった時空である。このような時

空を取り扱うことは以前はあまり盛んでは無かったが、近年の AdS/CFT対応や、

局所ミラー対称性、ブレイン世界などとのからみから重要な課題となっている。

1.1 弦理論と幾何学的描像

もともと、曲がった背景時空上の弦理論は、弦のコンパクト化から必要になっ

たものである。超弦理論は、平らな背景時空上では、10次元の場合のみ無矛盾に

定義出来る。一方、我々の世界は、４次元に見えるので残りの６次元は、見えな

いようになっていなければならない。つまり次のような背景の上での弦理論を考

えればよい。

R3,1 × M6.

ここで、R3,1 は我々に見えている時空、M6 は 6次元のコンパクトな多様体であ

る。６次元のコンパクトな平らな多様体は、T 6 しかないが、超弦理論を T 6 でコ
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ンパクト化した場合には超対称性が大きすぎて、現象論的には使えない。現象論

的に望ましい 4 次元の N = 1 超対称性を得るためには、M6 として Calabi-Yau

多様体と呼ばれる曲がった多様体を使わなければならない。このように、一般に

M6 としては、曲がった多様体を考えるべきである。

さて、上のような背景の上の弦の世界面の理論は、次のような作用であらわさ

れる。

S = S時空 + S内部. (1.1)

ここで S時空 は、通常の平らな時空をターゲットとする線型シグマ模型で自由場

の理論である。一方、S内部 は、曲がった空間をターゲットとする非線型シグマ模

型で、おおざっぱにいって次のような形である。

S内部 =
1

α′

∫
d2σGMN(X)∂aXM∂aX

N .

ここで、α′ は、世界面の上のプランク定数、GMN(X)は、時空の計量である。こ

の模型では平らな時空の場合と異なり、GMN が X の関数であるために世界面

の上の理論が、相互作用を含む理論となっている。したがって、発散や繰り込み

等、通常の場の理論の複雑さが当然あり、「量子補正」によってS内部 が変形を受

ける、つまり内部空間が通常我々のイメージする幾何学的なもので無くなってし

まうことになる。

このような興味深い現象は、粒子の世界線の上の理論では起こらないことに注

意してほしい。普通の量子力学には「発散」はないので、作用の変形は起こらな

い。上のような空間の概念の変更は弦になって初めて起こることである。

さて、上で述べたように曲がった空間の上での弦理論は、非常に興味深いもの

であるが、一方で非線形シグマ模型という非常に非自明な理論であるためにその

解析は非常に困難である。例えば、α′ による摂動等の方法しかない。

ここまでで述べてきた内部空間を非線型シグマ模型で書くという方法の他に次

のような方法がある。平らな空間の場合に時空が 10 次元でなければならなかっ

たのは、世界面の意味で共形アノマリーが 0 になるためである。このことを考え

ると、内部空間は必ずしも「空間」である必要はない。つまり、適当な２次元の

共形場理論を持ってきて共形アノマリーを 0 にすればよいわけである。この際、

例えばこの「適当な２次元の理論」として可解な２次元の理論を持ってくれば世

界面の理論は解析可能である。まとめると、世界面の理論としては、作用 (1.1)

で S内部 としては、2 次元の共形場理論で中心電荷が 9 であるものをとることが

できる。



1.2 非コンパクト Calabi-Yau 多様体と Gepner 模型 9

上のような模型の代表的な例は Gepner 模型 [1]であり、これは S内部 として

N = 2 のミニマル模型と呼ばれる解ける共形場理論の直積をもってきた模型で

ある。Gepner 模型は一般に N = 1 の時空の超対称性がある。

さて、ここまでで４次元で N = 1 の超対称性をもつコンパクト化として２つ

のものを紹介した。１つは Calabi-Yau コンパクト化、もう１つは、Gepner 模型

である。この２つの模型は見た目が全く異なっている。Calabi-Yauコンパクト化

は、非線型シグマ模型の作用で書けるようなものであり、一方、Gepner 模型は、

N = 2 のミニマル模型をもちいて代数的に構成した模型である。この２つの模

型に関して、実は次のようなことが一般に信じられている [2–5]。

ある種の Calabi-Yau の ある特定の形のものは、その上での非線型シ

グマ模型と、ある Gepner 模型が等価である。

つまり、Calabi-Yau コンパクト化と Gepner 模型という全く見た目が異なる理

論が同じということがあり得るわけである。特に Gepner 模型でかかれるような

Calabi-Yau 多様体上の弦理論は、量子補正が非常に大きい部分であり、 Gepner

模型は以前に述べた、幾何学的概念の変更の典型的な例である。

1.2 非コンパクト Calabi-Yau 多様体と Gepner 模

型

本論で主にあつかうのは ALE 空間や conifold などの非コンパクトな多様体で

ある。ここで非コンパクトな多様体上の弦理論を考える理由は次のようなもので

ある。

• 小弦理論のホログラフィー。

• AdS/CFT 対応、AdS3 の弦理論。

• 局所ミラー対称性。

まず、小弦理論のホログラフィーであるが、これがもっとも直接的な動機であ

る [6–9]。ALE空間や conifoldなどの特異点をもつ非コンパクトな多様体で II型

弦理論のコンパクト化を考えたとき、この弦理論と、ある重力を含まない場の理

論がホログラフィーの意味で対応しているといわれている。たとえば、ALE空間

でコンパクト化した弦理論と６次元の小弦理論とよばれる理論が対応している。
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もう一つの興味深い例は conifold などの複素３次元 Calabi-Yau 特異点をあらわ

す非コンパクト多様体であり、対応する場の理論は Argyres-Douglas 固定点と呼

ばれる４次元 N = 2 超対称ゲージ理論の非自明な固定点での理論と考えられて

いる。さらに複素４次元の非コンパクト Calabi-Yau 多様体でコンパクト化した

場合、対応する場の理論は２次元の N = 2 の可解な共形場理論のまわりの理論

になるといわれている。これらの対応を弦理論の世界面の量子補正を含めて調べ

るためには、これらの非コンパクトな Calabi-Yau 多様体上の弦理論を詳しく知

ることが重要となる。

次の AdS/CFT 対応であるが、これは特に AdS3 と２次元共形場理論の場合

に非常に関係が深い。世界面の立場からの AdS3/CFT2 対応については、[10,11]

他、たくさんの研究がある。非コンパクトな Calabi-Yau 多様体を記述する共形

場理論の中には、SL(2,R)/U(1)という模型が現れるが、これには SL(2,R) WZW

模型の情報が含まれている。一方、SL(2,R) WZW模型は、AdS3 の中の弦理論を

記述するものである。このため AdS/CFT 対応と小弦理論のホログラフィーは深

い関係にあると思われる。また、ホログラフィーを抜きにしても SL(2,R) WZW

模型は時間方向を含む曲がった模型であるため、非自明で興味深い問題である。

最後の局所ミラー対称性とは、非コンパクトな Calabi-Yau 多様体に対するミ

ラー対称性である。もともとミラー対称性はコンパクトな多様体でいわれていた

ものであるが、コンパクトな場合には多様体を閉じさせるために余分な困難があ

る。局所ミラー対称性は、多様体の局所的な構造のみを見るために簡単化され特

異点のまわりの構造等の本質が見えやすくなる。幾何学的なミラー対称性は共形

場理論のミラー対称性から発見されたものであり、非コンパクトな場合も共形場

理論を詳しく調べることにより幾何学について理解が深まることが期待できる。

本論の構成は次のようなものである。まず第 2 章では共形場理論を復習する。

特にあとで使うモジュラー不変性や境界がある場合の共形場理論について説明す

る。第 3 章では、小弦理論のホログラフィー、非コンパクト Calabi-Yau 多様体

上の弦理論の記述、SL(2,R) の表現などについて説明する。第 4 章 、第 5 章で

は、非コンパクト Calabi-Yau 多様体の弦理論にたいして共形場理論の方法を用

いて、モジュラー不変な分配関数を構成し、境界状態による D ブレインの解析

とその幾何学的解釈を行う。第 6 章では、本論の結果のまとめと今後の展望につ

いて述べる。
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第2章 共形場理論

弦理論の世界面の上の理論は共形場理論になる。この章では、共形場理論につい

て後の章で必要になる事柄を復習する。まず WZW 模型について復習しそれを

例としてモジュラー不変性、境界のある共形場理論について説明する。最後にコ

セット構成、特に N = 2 ミニマル模型のコセット構成について説明する。この

章を書くにあたっては、[12, 13] を参考にした。また アフィン Lie 代数について

は、[14, 15]を参考にした。

2.1 WZW 模型

この節では、WZW 模型について復習する。 WZW 模型はもっとも典型的な

有理共形場理論 (rational conformal field theory) であり、これを例にして次の節

からモジュラー不変性、境界のある場の理論について説明する。

WZW 模型には、アフィン Lie 代数という対称性があり、このために解ける模

型となっている。アフィン Lie 代数の説明のために有限次元 Lie 代数の言葉を使

うがこれについては、付録 B にまとめた。

2.1.1 WZW 模型とアフィン Lie 代数のカレント

WZW 模型は、群多様体 G をターゲット空間とするシグマ模型であり、その

作用は、次のように書ける。

S =
k

16π

∫
d2zTr′[g−1∂µgg−1∂µg] − ik

24π

∫
B

d3yεijkTr′[g−1∂igg−1∂jgg−1∂kg].

ここで、g = g(z, z̄) ∈ G がシグマ模型の場、z は、世界面 Σ の座標、B は、

∂B = Σ となるような３次元多様体、yi は、B の座標である。また、Tr′ は、

Tr′[XY ] = K(X,Y ) となるように規格化したトレースである。ただし、K(X,Y )

は、Killing 形式である。また k は、レベルと呼ばれる量でユニタリーな理論で

は、 正の整数でなければならない。
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この理論には、アフィン Lie 代数の対称性がある。アフィン Lie 代数は、次の

ようなカレントであらわされる。

J(z) := −k∂gg−1,

J̄(z̄) := kg−1∂̄g.

ここで、∂ = ∂/∂z, ∂̄ = ∂/∂z̄ とする。

群 G として、その Lie 代数 g が単純なものを考えよう。このとき、この Lie

代数の生成子を ta, Tr′[tatb] = δab として、Ja(z), J̄a(z̄) を次の式で定義する。

J(z) = Ja(z)ta, J̄(z̄) = J̄a(z̄)ta.

するとこれらの間の OPE は、

Ja(z)J b(w) ∼ kδab

(z − w)2
+

ifab
cJ

c(w)

z − w
, (2.1)

となる。J̄a(z̄) の間の OPE も同様であり、Ja(z) と J̄a(z̄) の間の OPE は正則

(regular) である。この対称性は、左まわりと右まわりが完全に分かれているの

で、しばらくのあいだ左回りの方だけ考えることにする。

アフィン Lie 代数をモード Ja(z) =
∑

n∈Z Ja
nz−n−1 の交換関係で書くと

[Ja
m, J b

n] = ifab
cJ

c
m+n + kmδabδm+n,0 ,

となる。

一方 WZW 模型のエネルギー運動量テンソルは、Sugawara 構成によってカレ

ントから構成され、

T (z) =
1

k + h∨Ja(z)Ja(z),

であらわされる。ここで、h∨ は、g の双対 Coxeter 数である。このエネルギー

運動量テンソルの中心電荷は、

c =
k dim G

k + h∨ ,

である。
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あとで表現論等を考える際に便利なのは、Weyl-Cartan 基底である。Weyl-

Cartan 基底でアフィン Lie 代数を書き直しておくと、

[HI
m, HJ

n ] = δIJδm+nmk,

[HI
m, Eα

n ] = αIEα
m+n,

[Eα
m, Eβ

n ] =


2

|α|2 α · Hm+n + 2
|α|2 δm+nmk (α = −β)

Nα,βEα+β
m+n (α + β ∈ ∆)

0 (otherwise)

,

[L0, Jn] = −nJn, (Jn = H i
n, Eα

n ), (2.2)

となる。ここでは特に L0 も代数の中に含めておく。

2.1.2 可積分最高ウェイト表現と指標

ここでは、アフィン Lie 代数 (2.2) の表現について考える。物理的な要請から、

ユニタリーで「エネルギー」 L0 に下限がある表現を考える。

この表現は、次のような最高ウェイト状態 |λ〉 からつくられるものである。

Eα
n |λ〉 = HI

n|λ〉 = 0, (n > 0),

Eα
0 |λ〉 = 0, (α ∈ ∆+),

HI
0 |λ〉 = λI |λ〉.

この状態に「生成演算子」 E−α
0 , (α ∈ ∆+) および Eα

−n, H
I
−n, (n > 0) をかけ

いってヌル状態を抜くことにより表現のモジュールができる。このようにしてで

きた表現がユニタリーになるのはどのような場合かを考えよう。まず、0 モード

Eα
0 , HI

0 の作っている有限次元代数 g の表現としてユニタリーにならなければな

らないので、

λ ∈ P+ (2.3)

でなければならない。ここで、P+ は、gの優ウェイト全体である。また、最高ウ

エイト状態に最高ルート θ に対応する生成子の演算子をかけてできる状態 Eθ
−1|λ〉
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のノルムを考える。

〈λ|E−θ
+1E

θ
−1|λ〉 = 〈λ|[E−θ

+1 , E
θ
−1]|λ〉 = 〈λ|(−θIHI + k)|λ〉 = {−(θ|λ) + k} 〈λ|λ〉

このノルムが正であるためには、

(θ|λ) ≤ k (2.4)

でなければならない。式 (2.3) と式 (2.4)をみたす λ 全体を P k
+ と書くことにす

る。実は次の事実が知られている。

λ ∈ P k
+ とのとき、 |λ〉 からできる最高ウェイト表現は、ユニタリー

である。

このような表現を「可積分最高ウェイト表現」と呼ぶ。このような表現の種類、

つまり λ ∈ P k
+ となる λ の数は、有限個しかないことに注意してほしい。

このような可積分最高ウェイト表現の共形次元 hλはWeylベクトル ρを使って、

hλ =
(λ|λ + 2ρ)

2(k + h∨)
, (2.5)

であらわされる。

このような可積分最高ウェイト表現のモジュールH(k)
λ の特徴付けとしてモジュー

ルの指標が便利である。モジュールの指標は、τ ∈ C, Im τ > 0, ζ ∈ hC, u ∈ C の

関数で

χ
(k)
λ (τ, z, u) = Tr

H(k)
λ

(
e
[
τ

(
L0 −

c

24

)
+ ζIHI − ku

])
として定義する。ただしここで記号 e[x] := exp(2πix) を使った。この指標の具

体的な形は、次のようになることが知られている（Weyl-Kac の指標公式）。

χ
(k)
λ (τ, ζ, u) =

∑
w∈W ε(w)Θ

(k+h∨)
w(λ+ρ)(τ, ζ, u)∑

w∈W ε(w)Θ
(h∨)
w(ρ)(τ, ζ, u)

.

ここで、Θ
(k)
λ (τ, ζ, u) は、g の古典的テータ関数で次のように定義されている。

Θ
(k)
λ (τ, ζ, u) := e[−ku]

∑
α∨∈Q∨

e

[
1

2
τk|α∨ + λ/k|2 − k(α∨ + λ/k|ζ)

]
.

なお今後、記号として、

χ
(k)
λ (τ, ζ) := χ

(k)
λ (τ, ζ, u = 0), χ

(k)
λ (τ) := χ

(k)
λ (τ, ζ = 0, u = 0),

を使う。

これらの指標は、表現を調べるのに役立ち、またその構成方法から分かるよう

に分配関数を作る時に非常に重要である。
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2.1.3 アフィン SU(2) の場合の例

ここでは、上で述べたことを SU(2)を例として説明する。アフィン SU(2) の

記号、特に古典テータ関数は本論の残りの部分で非常によく使う。SU(2) の場合

有限次元 Lie 代数のルート系は、

h ∼= R, hC ∼= C, α1 = α∨
1 = θ =

√
2,

(α1|α1) = 2, w1 =
1√
2
, h∨ = 2,

となる。優ウェイトは、

P+ = {`w1| ` = 0, 1, 2, . . . },

ここで ` は Dynkin ラベルである。レベル k のときの可積分最高ウェイトは、

P k
+ = {`w1|` = 0, 1, . . . , k}

余ルート格子は、

Q∨ =
√

2Z,

であり、このことから ζ = z として SU(2) 古典テータ関数は、

Θ`,k(τ, z, u) := Θ
(k)
λ=`w1

(τ, ζ, u) = e[−ku]
∑
n∈Z

qk(n+ `
2k)

2

yk(n+ `
2k),

となる。ここで、q := e[τ ] , y := e[z] である。SU(2) の Weyl 群は、Z2 =

{1, s1}, s1(λ) = −λ 、双対 Coxeter 数 h∨ = 2 なので、アフィン SU(2) の指

標は、次のようになる。

χ
(k)
` (τ, z, u) =

Θ`+1,k+2(τ, z, u) − Θ−(`+1),k+2(τ, z, u)

Θ1,2(τ, z, u) − Θ−1,2(τ, z, u)
.

この指標は、あとで N = 2 ミニマル模型の指標を求めるときに使う。

2.2 モジュラー不変性

2.1節では、WZW 模型の左回りセクターのみを扱って対称性の代数の表現を

調べた。この節で議論するのは、左回りと右回りをどう組むかという問題である。

この問題に対してトーラス上の分配関数のモジュラー不変性を要求することによ

り組み方を決めるという方法をとる [16]。
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1

τ w

図 2.1: トーラスのモジュライパラメータ τ の決め方。

2.2.1 トーラス上の分配関数

まず、トーラスについて考える。座標 w であらわされる複素平面を

w ∼ w + ω1, w ∼ w + ω2, (ω1, ω2 ∈ C),

の同一視を行ってトーラスを作る。この ω1, ω2 に共形場理論がどのように依存し

ているかを考えよう。まず、ω1, ω2 を両方いっぺんに回転してもトーラスは全く

変わらないので、この自由度を利用して ω1 を実数にとることができる。また共

形場理論なのでスケール変換をしても理論は変わらない。したがって、ω1 = 2π

にとることが出来る。また、ω2 → −ω2 としても変わらないので Im ω2 > 0 に

とることが出来る。このようにとったときの ω2 を 2πτ と書くことにする。結局

トーラスは図 2.1 のように

w ∼ w + 2π, w ∼ w + 2πτ, (τ ∈ C, Im τ > 0),

であらわされる。ただしまだ残っている自由度があって、それは次の２つの変換

から生成される SL(2,Z) である。

S : τ → −1/τ, T : τ → τ + 1.

このような変換を行ってもトーラスの形は変わらないので理論は変わらないはず

である。この SL(2,Z) 変換のことをモジュラー変換を呼び、モジュラー変換に対

して理論が不変という性質のことを「モジュラー不変性」と呼ぶ。

このトーラス上の分配関数を Z(τ, τ̄) とする。これは、通常通り経路積分の方

法で定義できる。この定義では、モジュラー不変性は自明である。

一方、演算子形式で Z(τ, τ̄) をあらわすことも出来る。w の周期のうち 1 の

方向を空間、 τ の方向を時間と思って演算子形式をつくるとトーラスの分配関
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数は、

Z(τ, τ̄) = Tr[exp(−2πHτ )],

Hτ := τ1P1 + τ2P2, τ = τ1 + iτ2.

ただし、P1 は、 w の実軸方向の推進の演算子、P2 は、虚軸方向の推進の演算子

であり、円筒上の Virasoro の 0 モード L′
0, L̄

′
0を使って

P1 = −i(L′
0 − L̄′

0), P2 = L′
0 + L̄′

0,

と書ける。これを使うと

Hτ = −iτL′
0 + iτL0,

となる。円筒上の Virasoro の代わりに平面上の Virasoro L0, L̄0 を使うと L′
0 =

L0 − c/24, L̄′
0 = L̄0 − c/24 の関係から最終的に

Z(τ, τ̄) = Tr[qL0−c/24q̄L̄0−c/24],

の表式が得られる。ここで q = e[τ ] と定義した。この表式に対しては、モジュ

ラー不変性は非常に非自明である。我々は、アフィン Lie 代数等の対称性の表現

を使いたいので演算子形式が便利である。そこで演算子形式の無矛盾性の条件と

してモジュラー不変性を考え、またそれをヒントにして「理論を構成する」とい

うことを行う。

2.2.2 WZW 模型の分配関数

さて、ここでは WZW 模型を例にしてモジュラー不変な分配関数の構成につ

いて議論する。ここでは、WZW 模型しか扱わないが他の有理共形場理論も同様

の取り扱いが出来る。

WZW 模型には、アフィン Lie 代数の対称性があるのでその Hilbert 空間は、

アフィン Lie 代数の表現に次のように分解できる。

H =
⊕

λ,λ̄∈P k
+

Nλ,λ̄Hλ ⊗Hλ̄.

ここで、Nλ,λ̄ は、非負の整数であり、Hilbert 空間にN が掛かっているのは N

回の直和を意味する。また、テンソル積の左と右はそれぞれ左回りモードと右ま
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わりモードのモジュールである。もし、この Hilbert 空間 H が分かれば理論の

スペクトルが完全に分かったことになり、理論が解けたといえる。

さて、上の Hilbert 空間に対して分配関数を求めると、

Z(τ, τ̄) = Tr
H

[qL0−c/24q̄L̄0−c/24] =
∑

λ,λ̄∈P k
+

Nλ,λ̄χ
(k)
λ (τ)χ̄

(k)

λ̄
(τ̄),

となる。ここで、χ
(k)
λ (τ) は、前節で議論した指標である。

2.2.1節で議論したように理論が無矛盾であるためには、この分配関数がモジュ

ラー不変でなければならない。この分配関数のモジュラー変換性を議論するため

には、指標のモジュラー変換性が必要である。ここで指標のモジュラー変換性に

ついてまとめておこう。

(τ, ζ, u) に対して SL(2,Z) の作用を次のように定義する

S : (τ, ζ, u) → (−1/τ, ζ/τ, u + |ζ|2/(2τ)), T : (τ, ζ, u) → (τ + 1, ζ, u).

これは、ζ = 0, u = 0 のときは、トーラスのモジュライパラメータのモジュラー

変換と同じである。

この S 変換、T 変換に対してアフィン Lie 代数の指標は、次のような非常に

美しい変換性を示す。

χ
(k)
λ (τ + 1, ζ, u) = e[hλ − c/24] χ

(k)
λ (τ, ζ, u),

χ
(k)
λ (−1/τ, ζ/τ, u + |ζ|2/(2τ)) =

∑
λ′∈P k

+

S
(k)
λ,λ′χ

(k)
λ′ (τ, ζ, u).

ここで hλ は (2.5) で与えられる共形次元、S
(k)
λ,λ′ は、次のような形をしている。

S
(k)
λ,λ′ = i|∆+||P/Q∨|−1/2(k + h∨)−r/2

∑
w∈W

ε(w) e

[
−(w(λ + ρ)|λ′ + ρ)

k + h∨

]
.

この S 行列は、ユニタリーで対称な行列である。

さて、これらのモジュラー変換性を使うと、Z(τ, τ̄) がモジュラー不変となる

条件

Z(−1/τ,−1/τ̄) = Z(τ + 1, τ̄ + 1) = Z(τ, τ̄),

は、次のように書き直せる。∑
λ′,λ̄′∈P

(k)
+

Nλ,λ̄S
(k)
λ,λ′S̄

(k)

λ̄,λ̄′ = Nλ′,λ̄′ , for λ, λ̄ ∈ P
(k)
+ ,

hλ − hλ̄ ∈ Z, if Nλ,λ̄ 6= 0. (2.6)
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図 2.2: 開弦を考えるときの帯。0 ≤ Im w ≤ π で定義する。

このような性質を満たす Nλ,λ̄ としては、例えば、

Nλ,λ̄ = δλ,λ̄,

ととることができる。このようにとった場合の理論を「対角的理論」と呼ぶ。

対角的理論以外にも、モジュラー不変な Nλ,λ̄ のとりかたはたくさんあること

が知られている。例えば、SU(2) WZW 模型の場合にはすべてのモジュラー不変

な Nλ,λ̄ は、ADE 型に分類されている [17–19]。

2.3 境界のある場合の共形場理論

前節までで扱ったのは、円筒やトーラス上の共形場理論であり、弦理論で言え

ば閉弦の理論を記述する共形場理論である。一方、開弦の理論を扱うには境界の

ある世界面の上の共形場理論を扱わなければならない。境界のある共形場理論の

場合、境界条件をどう課すかが問題となる。開弦の端は、必ず D ブレインにくっ

ついているので

境界条件 = D ブレイン

である。

ここでも WZW 模型を例として境界のある共形場理論について議論する。そ

の際、閉弦の場合のモジュラー不変性に対応するような開弦のスペクトルに対す

る条件「Cardy 条件」[20]がヒントとなる。

2.3.1 帯の上の共形場理論

開弦の世界面を 図 2.2 のように

w ∈ C, 0 ≤ Im w ≤ π
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aa

π

2πτ2

図 2.3: 円環の形。両端の間の距離を π としたとき円周を 2πτ2 とする。

であらわす。w = 0, π が境界である。演算子形式にするときは、w の虚軸方向を

空間、実軸方向を時間と思うことにする。

この帯の上の WZW 模型を考える。境界条件としては、ここでは WZW 模型

の アフィン Lie 代数の対称性を尊重する、つまり左まわりと右回りのアフィン

Lie 代数の適当な線型結合を残すようにとる。このとき開弦の理論は、アフィン

Lie 代数の対称性をもっているのでその Hilbert 空間は アフィン Lie 代数のモ

ジュールで分解されるはずである。Im w = 0, π における境界条件を形式的に a, ã

と書くことにし、このような境界条件を課した理論の Hilbert 空間を Ha,ã と書

くと、

Ha,ã =
⊗

λ∈¶(k)
+

nλ
a,ãH

(k)
λ ,

と分解できる。 H(k)
λ は、アフィン Lie 代数のモジュールである。ここでの目的

は次の２つである。

• ラベル a の分類。

• Hilbert 空間 Ha,ã の決定、つまり係数 nλ
a,ã の決定。

これらのことをおこなうヒントとなるのは分配関数である。開弦の分配関数は、

w ∼ w + 2πiτ2, τ2 > 0 の同一視を行った場合の円環（図 2.3）の振幅であり、

Za,ã(τ) = Tr
Ha,ã

[qL0−c/24] (2.7)

=
∑

λ∈¶(k)
+

nλ
a,ãχ

(k)
λ (τ), (2.8)

となる。ここで、τ = iτ2, q = e[τ ]である。また、L0 は、上半平面上の Virasoro

代数の 0 モードで、残ったアフィン Lie 代数から Sugawara 構成で作ったもので

ある。
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図 2.4: 上半平面。Im z = 0 が境界となる。

まず、アフィン Lie 代数の対称性が半分残るための条件について調べよう。そ

のために帯から上半平面へつぎの写像でうつる（図 2.4）。

z = ew

このとき境界は、Im z = 0 になる。カレント Ja(z), J̄a(z̄) は、ひとつは残したい

ので、次のようなカレントに対する境界条件「貼り合わせ条件」をおく

Ja(z) = Ω(J̄)a(z̄), (when z = z̄). (2.9)

ここで、Ω は、Lie 代数の自己同型である。このような貼り合わせ条件をおいた

とき、残るアフィン Lie 代数のカレント Ja(z), z ∈ C は次のように構成できる。

Ja(z) =

Ja(z) (Im z ≥ 0)

Ω(J̄)a(z∗) (Im z ≤ 0)

.

ここで左辺の Ja(z) 新しく z 平面全体で定義されたカレント、右辺の Ja(z) は、

もともと上半平面で定義されていたカレントである。上のように定義すれば貼り

合わせ条件から正しい定義になっていて、しかもアフィン Lie 代数の OPE を満

たす。

さて、(2.9) の貼り合わせ条件を満たす境界条件はどのようなものがあるかを

見てみよう。これを見るためには開弦の描像から閉弦の描像に移ってみると見や

すくなる。閉弦の描像では、境界は「境界条件」ではなく「境界状態」になる。

このためには次のような共形変換で行った先の座標系にうつる。

z(C) = exp(i log z), z̄(C) = exp(−i log z̄)

このとき、z(C) では、境界は、 |z| = 1 のところになっている。閉弦の描像で見

た場合のカレントは、

iz(C)Ja(C)(z(C)) = zJa(z), −iz̄(C)J̄a(C)(z̄(C)) = z̄J̄a(z̄)
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となる。閉弦の描像での貼り合わせ条件は、

Ja(C)(z(C)) = −Ω(J̄)a(C)(z̄(C)), (zz̄ = 1において),

となり、これをモードで書くと、

Ja
n = −Ω(J̄)a

−n,

となる。閉弦の描像では、境界は「状態」なので、貼り合わせ条件を課すことは

この状態に対して次のような条件を課すことである。

(Ja
n + Ω(J̄)a

−n)|B〉〉 = 0. (2.10)

つまり、開弦のときに無矛盾な境界条件を求めるという問題は、閉弦において式

(2.10) の条件を満たす無矛盾な境界状態を求めるという問題に帰着された。

式 (2.10) の条件を満たす状態の基底として Ishibashi 状態 [21]と呼ばれる状態

がとれることが知られている。Ishibashi 状態とは、アフィン Lie 代数の表現の

モジュールH(k)
λ についてひとつ決まる閉弦の状態で、具体的には次のようにあ

らわされる。

|λ〉〉 =
∑

n

|n, λ〉 ⊗ U |n, λ〉.

ここで、|n, λ〉 は、∈ H(k)
λ の正規直交基底、U は、反ユニタリー演算子で

UJ̄a
nU−1 = Ω−1(J̄)a

−n, U |λ〉〉 = |Ω(λ)〉,

を満たす演算子である。この Ishibashi 状態が (2.10) を満たすことは実際に確か

めることができる。

この Ishibashi 状態 2 つの間の振幅（円環）は、

〈〈λ′|q̃
1
2
H(C) |λ〉〉 = χ

(k)
λ (τ̃)δλ,λ′ ,

H(C) := L0 + L̄0 − c/12. (2.11)

ただし、q̃ は、円環の形で決まるパラメータで、次のように定義した（図 2.5）。円

周の長さを 2πとしたときの端から端までの長さを τ̃2、これを使って τ̃ := iτ2, q̃ :=

e[τ̃ ] とした。

実際の理論では、上のすべての Ishibashi 状態が使えるわけではない。|λ〉〉 は、

H(k)
λ ×H(k)

Ω(λ) の中の状態の足し合わせでできている。このような状態が閉弦のスペ
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aa 2π

πτ2

図 2.5: 閉弦の描像から見た円環。円周の長さを 2π としたときの端から端までの

長さを τ̃2 とした。τ̃2 = 1/τ2 とすれば、開弦の円環（図 2.3）と同じ形になる。

クトルにあるものしか使えない。前節の分配関数の係数Nλ,λ̄に対して、Nλ,Ω(λ) 6= 0

となる λ全体の集合を E とする。例えば対角理論で Ωが恒等変換のとき E = P k
+

である。この集合を使うと λ ∈ E のとき、 |λ〉〉 は使える Ishibashi 状態である。

上で決めた Ishibashi 状態を使って境界条件 a に対応する境界状態を

|a〉〉 :=
∑
λ∈E

Ba
λ|λ〉〉, (2.12)

と線形結合で書く。このとき Ba
λ は何でも良いわけではない。これからこの Ba

λ

に対する条件をもとめる。状態 |a〉〉 と 〈〈ã| の間の円環振幅を求めてみよう。こ

れは、式 (2.12) の表式を使って

〈〈ã|q
1
2
H(C)|a〉〉 =

∑
λ,λ̃∈E

Bã ∗
λ̃

Ba
λ〈〈λ̃|q

1
2
H(C)|λ〉〉

=
∑
λ∈E

Bã ∗
λ Ba

λχ
(k)
λ (τ̃)

１行目から２行目へは式 (2.11)を使った。これを開弦の描像に持っていくために

２つの端の間の距離を π に固定したときの円周の長さ 2πτ2 として、 τ = iτ2 を

使って上の式を変形しよう。得られる式は、

〈〈ã|q
1
2
H(C)|a〉〉 =

∑
λ′∈P k

+

∑
λ∈E

Bã ∗
λ Ba

λS
(k)
λλ′χ

(k)
λ′ (τ)

これを式 (2.8)と比較すると ∑
λ∈E

Bã ∗
λ Ba

λS
(k)
λλ′ = nλ′

ãa, (2.13)

この条件を「 Cardy 条件」と呼ぶ。この意味は、Ba
λ をとってきて左辺を計算し

たとき正の整数になるようにしなければならないということである。
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式 (2.13) の解は、対角理論で Ω が恒等変換のときはCardy 自身によって求め

られている。まず、a, ã ∈ P k
+ にとり、

Ba
λ =

S
(k)
aλ√
S

(k)
0λ

,

とすればよい。このとき

nλ′

ãa =
∑

λ

S
(k)
aλ S

(k)∗
aλ S

(k)
λλ′

S
(k)
0λ

= Nλ′

ãa.

ここで、Nλ′
ãa は、 fusion 係数と呼ばれている数で、正の整数である。１行目か

ら２行目へは、fusion 係数に対する Verlinde の公式を使った。

このようにして、境界条件（D ブレイン）の種類とその間をつなぐ開弦のスペ

クトルが完全に求まった。

対角理論以外の有理共形場理論の境界条件については、[22]で分類されている。

後に使う Gepner 模型の境界条件は、[23]で詳しく調べられている。

2.4 コセット構成

WZW模型が共形場理論の中で重要なのは、多くの有理共形場理論がWZW模

型からコセット構成と呼ばれる方法を用いて作れるからである。ここでは、コセッ

ト構成の方法を説明し、その特別な場合としてあとで使うことになるN = 2 ミ

ニマル模型について説明する。

2.4.1 GKO コセット

2 つの有限次元 Lie 代数 g, g′、があって g ⊃ g′ のように部分代数になってい

たとする。このときレベル k アフィン g の部分代数としてアフィン g′ を埋め込

むことが出来る。これを詳しく見てみることにする。

アフィン gのカレントを直交基底で Ja(z)、そのうち g′ に属するものをJa′
(z)
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、それ以外のものを Ja′′
と書く。 g の Sugawara エネルギー運動量テンソルは、

T (z) =
1

k + h∨Ja(z)Ja(z)

= T ′′(z) + T ′(z),

T ′(z) :=
1

k + h∨Ja′
(z)Ja′

(z),

T ′′(z) :=
1

k + h∨Ja′′
(z)Ja′′

(z),

と書く。ここで、T ′は、あるレベルの アフィン g′ のエネルギー運動量テンソル

であることに注意する。このレベルは埋め込み指数と呼ばれる正の整数 x を使っ

て、xk と書ける。この分解に関して OPE

T ′′(z)Ja′
(w) ∼ 0,

が成り立つことが実際の計算で確かめることができる。つまり、T ′ が定義する

g′ WZW 模型と T ′′ が定義する模型は、独立である。この T ′′ が定義する模型を

「コセット模型」と呼ぶ。

このコセット模型の Hilbert 空間について調べよう。レベル k アフィン g とレ

ベル xk アフィン g′ の埋め込み関係があるので、レベル k アフィン g の表現を

レベル xk アフィン g′ の表現で分解することができる。この分解の時の係数は、

一般に無限であり、これを次のように Hilbert 空間であらわす。HΛ をアフィン

g のモジュール、H′
λ を アフィン g′ のモジュールとして次のような「モジュー

ル」 H′
λ,Λ が存在する。

HΛ =
⊕

λ

HΛ,λ ⊗H′
λ (2.14)

この HΛ,λ をコセット模型のモジュールと呼ぶことにしよう。この HΛ,λ には、実

際 T ′′ が作用している。そこでこのモジュールの指標を

χΛ,λ(τ) := Tr
HΛ,λ

[qL′′
0−c′′/24],

で定義する。L′′
0, c

′′ は、それぞれ T ′′ の 0 モードと中心電荷である。式 (2.14) か

ら指標の間に

χ
(k)
Λ (τ, ζ) :=

∑
λ∈P ′(xk)

+

χΛ,λ(τ)χ′(xk)
λ (τ, ζ), (2.15)
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という分岐関係がある。ここで、χ
(k)
Λ (τ, ζ) は、アフィン g の指標、 χ′(xk)

λ (τ, ζ)

は、アフィン g′ の指標である。また、ここでは、ζ は、g′ の Cartan 部分代数の

中に含まれるとする。

分岐条件 (2.15) から χΛ,λ(τ) のモジュラー変換性を読むことができ、これを

使ってモジュラー不変な分配関数の構成や、境界状態などを普通の WZW 模型

の場合と同様に議論することができる。

2.4.2 N = 2 ミニマル模型

コセット構成の例としてあとで使う N = 2 ミニマル模型を見てみることにす

る。この N = 2 ミニマル模型は Kazama-Suzuki 模型 [24]と呼ばれるN = 2

超共形対称性をもつコセット模型の最も簡単な場合である。N = 2 ミニマル模

型は、

SU(2)k × SO(2)1

U(1)

のコセット模型であらわされる。SU(2)k の指標をχ
(k)
` (τ, z), ` = 0, . . . , k、SO(2)1

の指標をχ
SO(2)
s (τ, z), s = 0, 1, 2, 3、U(1)（レベル k+2）の指標をχ

U(1)
m (τ, z), m ∈

Z2(k+2) としたとき、分岐関係は、

χ
(k)
` (τ, w)χSO(2)

s (τ, w − z) =
∑

m∈Z2(k+2)

χ`,s
m (τ, z)χU(1)

m (τ, w − 2z/(k + 2)),

となる。この χ`,s
m (τ, z) が N = 2 ミニマル模型の指標である。χ

SO(2)
s (τ, z) 、

χ
U(1)
m (τ, z) は、SU(2) 古典テータ関数 Θ

(k)
m (τ, z) =: Θm,k(τ, z) をつかって

χSO(2)
s (τ, z) =

Θs,2(τ, z)

η(τ)
, χU(1)

m (τ, z) =
Θm,k+2(τ, z)

η(τ)
,

と書けるので、結局ミニマル模型の指標は、

χ
(k)
` (τ, w)Θs,2(τ, w − z) =

∑
m∈Z2(k+2)

χ`,s
m (τ, z)Θm,k+2(τ, w − 2z/(k + 2)),

で定義される。まとめると N = 2 のモジュールは 3 つの整数 `,m, s でラベル

され、

` = 0, . . . , k, m ∈ Zk+2, s ∈ Z4,

の範囲を動く。ただしここでは述べなかったが、分解のときの選択条件

` + s + m ≡ 0 mod 2,
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および同一視

(`,m, s) ∼ (k − `,m + k + 2, s + 2)

を課す。
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第3章 小弦理論のホログラフィーと

非コンパクト Gepner 模型

この章では、小弦理論と呼ばれる理論のホログラフィー的記述について述べる

[6–9]。小弦理論とは、もともと II 型弦理論の NS5ブレイン上の理論である。こ

の NS5 ブレインの T双対を考えることにより、一般に特異点を持つ Calabi-Yau

多様体上の弦理論で記述できる。このような特異点を持つような Calabi-Yau 多

様体では、特異点の性質が理論を決定するので特異点のまわりのみをとってきた

錐を考えればよい。

この錐の上を動く弦の世界面の理論を Landau-Ginzburg 理論で表し、さらに

N = 2 ミニマル模型と SL(2,R)/U(1) Kazama-Suzuki 模型を用いた、Gepner 模

型のような記述を考える。このような SL(2,R)/U(1) Kazama-Suzuki模型を含む

模型を「非コンパクト Gepner 模型」と呼ぶことにする。

3.1 NS5ブレインとALE

もともと小弦理論は、 II 型弦理論におけるNS5 ブレイン上の場の理論として

定義される。ただ、一般にブレイン上の理論はバルクの理論と結合しているので、

このバルクの理論との結合を切り離すような極限を考える。つまり、小弦理論と

は次のように定義される。

IIA 型 (IIB 型) 弦理論において N 枚重なった NS5 ブレインのある

背景を考え、弦の結合定数を 0 にする極限 gs → 0 をとったときにブ

レイン上に残る理論。

この小弦理論は NS5 ブレイン上の理論であり、６次元の理論なのでこれまで

に知られている繰り込み可能な場の理論ではあり得ない。小弦理論は、６次元の

理論の相空間における非自明な共形固定点上の理論であると考えられている。

だた、NS5 ブレインは弦理論においてあまりよく分かっていない物体なのでも

う少し調べやすいように次のようなことを考える。NS5 ブレインに垂直な方向
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の１つを S1 にコンパクト化する。このとき NS5 ブレインは、巻き付きモード

に対する磁荷となる。ここで、このコンパクト化した方向に T 双対をとること

を考える。T 双対は、巻き付きモードと Kaluza-Klein モードを入れ替えるので

NS5 ブレインの T 双対は、Kaluza-Klein モードに対する磁荷、つまりKaluza-

Klein モノポールとなる。Kaluza-Klein モノポールは純粋に幾何学的な物体であ

り、Taub-NUT と呼ばれる多様体で表される。

さて、N ≥ 2 のとき、N 枚完全に重なった NS5 ブレインの T 双対となる

Taub-NUT 多様体は特異点を持つ。小弦理論を調べるために gs → 0 の極限を考

えてみると特異点以外のところの理論は、完全に自由な理論となってしまい結合

がなくなる。ところが特異点の上ではそうとは限らないで非自明な理論が残るこ

とがあり得る。この理論は特異点の性質にのみ依存しているので特異点のまわり

のみ考えれば十分である。

今の設定における Taub-NUT の特異点は AN−1 型特異点と呼ばれる。この特

異点の近傍のみを考えるとそれは、AN−1 型 ALE 空間というものになっている。

これを利用して小弦理論の定義を次のようにいうことも出来る。

AN−1 型 ALE 空間による「コンパクト化」 R5,1× (ALE) を考えて、

gs → 0 の極限をとったとき特異点上に残る理論。

このような定義を使うとほかの特異点をもつ Calabi-Yau 多様体の場合への拡

張も出来る。特に複素３次元 Calabi-Yau 多様体を使った４次元へのコンパクト

化では、Argyres-Douglas 固定点と呼ばれる共形固定点上の４次元の超共形場理

論が現れると考えられている。また、Calabi-Yau 4-fold を使った２次元へのコン

パクト化では、２次元の N = 2 ミニマル模型や Kazama-Suzuki 模型が現れる

と考えられている。

ここでは、まず NS5 ブレインの T 双対や ALE 空間について 超重力理論の解

や計量、代数方程式による記述などを使って見てみることにする。

3.1.1 超重力理論の解

この NS5 ブレインのある背景は、T 双対をとることによって、Taub-NUT 空

間と呼ばれる純粋に幾何学的な空間になる。これについて低エネルギーの超重力

理論の古典解の立場から少し見てみよう。

NS5 ブレインの配位は次の 表 3.1ようなものとする。ここでは、T 双対をと
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

NS5 © © © © © © × × × ×

表 3.1: NS5 ブレインの配位

るために 9 方向は S1 にコンパクト化しておく。II 型弦理論の NS5 ブレインの

解では、NSNS 場と呼ばれる計量 GMN、 ２階反対称テンソル場BMN、および

ディラトン Φ のみが非自明な値をとる。超重力理論の作用でこれらの場を含む

部分は、

SSUGRA =
1

2κ2
10

∫
d10x

√
−Ge−2Φ

[
R + 4(∂Φ)2 − 1

12
H2

]
,

(∂Φ)2 = GMN∂MΦ∂NΦ,

H = dB, H2 = GM1N1GM2N2GM3N3HM1M2M3HN1N2N3 ,

となる。表 3.1の NS5 ブレインの古典解は、

ds2 = −dx2
0 + dx2

1 + · · · + dx2
5 + f(r)

[
dx2

6 + · · · + dx2
9

]
,

e2Φ = e2Φ0f(r),

Hij9 = −1

2
εij

k∂k log f(r),

f(r) = 1 +
N

r
, r =

√
x2

6 + x2
7 + x2

8, (3.1)

であたえられる。

さて、この古典解を x9 方向に T 双対をとることを考えよう。すると計量のみ

が非自明な値をもち、

ds2 = −dx2
0 + dx2

1 + · · · + dx2
5 + f(r)(dx2

6 + dx2
7 + dx2

8) + f(r)−1

(
1

R2
dx2

9 + cos θdϕ

)2

という形になる。ただし、 x6, . . . , x8 の極座標表示

x6 = r sin θ cos ϕ,

x7 = r sin θ sin ϕ,

x8 = r cos θ,
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を使った。この解では、計量 GMN のみが、非自明になっているので純粋に幾何

学的な配位である。この解は、x0, . . . , x5 が作る平らな空間と x6, . . . , x9 がつく

る Taub-NUT 空間（の特別な場合）の直積になっている。今の場合 Taub-NUT

空間には、 r = 0 のところに特異点があり、gs → 0 の極限ではこの特異点の部

分のみに理論が残る。この特異点の性質を見るために、r → 0 での計量を見てみ

よう。

ds2
ALE =

N

r
(dx2

6 + dx2
7 + dx2

8) +
r

N

(
1

R2
dx2

9 + cos θdϕ

)2

この特異点は、ALE の特異点と呼ばれる。以降の議論では、複素空間の中の

超曲面で表示するのが便利である。上の ALE 空間は、C3 = {(z1, z2, z3)} の中の

方程式

zN
1 + z2

2 + z2
3 = 0,

であらわされる超曲面となっている。

ここで述べた ALE 空間は、我々の調べたい Calabi-Yau の特異点の最も簡単

な場合であり、以降たびたび例としてつかう。

3.2 特異点を持つ Calabi-Yau 多様体

3.2.1 超曲面

前節では、ALE 空間について述べたが、ここではそれをさらに一般化したも

のを考えよう。ここでは、複素 n 次元多様体 X として、Cn+1 = (z1, . . . , zn+1)

の中の次のような代数方程式で表される超曲面を考える。

F (z1, . . . , zn+1) = 0.

ここでは F (z) として、準同次 (quasi-homogeneous) な多項式を考える。この準

同次な多項式とは、ある r1, . . . , rn+1 が存在して任意の λ ∈ C× に対して、

F (λr1z1, . . . , λ
rn+1zn+1) = λF (z1, . . . , zn+1), (3.2)

となるものである。ここで、これらの r1, r2, . . . をそれぞれ z1, z2, . . . の「重み」

と呼ぶことにする。この言葉を使うと F の重みは 1 であると言える。
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ここでは、さらに X が原点のみに特異点をもつ場合を考えたいので次のよう

な条件を課す。特異点とは、

F (z) = 0,
∂F

∂zi

(z) = 0, i = 1, . . . , n + 1 (3.3)

となる点である。F としては原点のみでこの条件 (3.3) を満たすものを考える。

特異点について詳しく調べるために、特異点を少し変形して考える。つまり次

のような超曲面 X̃ を考える。

0 = F̃ (z) := F (z) + µ, µはある定数。

さて、果たして上のような X̃ には、 Calabi-Yau 計量 (Ricci 平坦なKähler 計

量) が入るだろうか。これに関してある定理が知られている。その定理を述べる

ために次の「正則 n 形式」を定義する。

Ω =
dz1 ∧ · · · ∧ dzn

(∂F̃/∂zn+1)
.

これを超曲面上に引き戻したものを超曲面上の「正則 n 形式」とする。ここで、

この Ω の (3.2) における「重み」を rΩ とすると、

rΩ =
n+1∑
j=1

rj − 1, (3.4)

となる。この rΩ を使って、 X̃ 上の Calabi-Yau metric に関して次の Tian-Yau

の定理がある。

rΩ > 0, (3.5)

のとき、X̃ には、Calabi-Yau 計量が存在し、そのときの体積形式は、

Ω∧ Ω̄ となる。しかも 原点から十分離れたところでは、計量の形は、

ds2 = dr2 + r2dx2
⊥

のような「錐」の形になる。

ここで扱う Calabi-Yau 多様体はこの条件を満たすものとする。

まとめると、ここで考える特異点を持つ Calabi-Yau多様体は、Cn 内の F (z) =

0 で表される超曲面で次の条件を満たすものである。
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• F (z) は、準同次多項式 （条件 (3.2)）。

• 原点のみに孤立特異点を持つ。

• rΩ > 0 。

次の節では、この多様体の上の弦理論を考える。

3.2.2 非コンパクトな場合の Calabi-Yau – Landau-Ginzburg

対応

今考えている多様体は、 Cn+1 の中の超曲面で表されているが、[5] で述べられ

ている Calabi-Yau – Landau-Ginzburg 対応を使うためにこれを無理矢理重みの

ついた射影空間 WCP の中の超曲面として表すことを考える。変形された錐 X̃

は、Cn = {(z1, . . . , zn+1)} の中の

F (z) + µ = 0

であるが、これを WCPn+1(−rΩ, r1, . . . , rn+1) の中の超曲面として次のように表

す。

F (x1, . . . , xn+1) + µx
−1/rΩ

0 = 0.

ここで、WCPn+1(−rΩ, r1, . . . , rn+1) の同次座標を (x0, x1, . . . , xn+1) とした。こ

のとき、r0 := −rΩ と定義すると、Calabi-Yau 条件

n+1∑
j=0

rj − 1 = 0,

を満たす。

[5]の Calabi-Yau – Landau-Ginzburg対応を使うとこの X̃ を記述する Landau-

Ginzburg 理論の超ポテンシャルは、

W (X0, X1, . . . , Xn+1) = F (X1, . . . , Xn+1) + µX
−1/rΩ

0 , (3.6)

となる。ここで、 X1, . . . , Xn+1 はカイラル超場である。
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3.2.3 ALE の場合の例

ここでは、3.2.2節の Calabi-Yau – Landau-Ginzburg 対応の議論を AN−1 ALE

の場合の例で調べてみる。AN−1 ALE の場合、特異点を持つ多様体 X は、C3 の

中の超曲面として

0 = F (z1, z2, z3) := zN
1 + z2

2 + z2
3 ,

として表される。このとき確かに、F (z1, z2, z3)は準同次な多項式であり、z1, z2, z3

の重みは、

r1 = 1/N, r2 = r3 = 1/2,

である。式 (3.4) にしたがって正則２形式 Ω の重みを求めてみると、

rΩ = r1 + r2 + r3 − 1 = 1/N > 0,

となって確かに条件 (3.5) を満たしている。したがって、F (z) + µ = 0 で表され

る変形された超曲面 X̃ には、期待される Calabi-Yau 計量が入る。

さて、Calabi-Yau – Landau-Ginzburg 対応を使うと ALE の中の非線形シグマ

模型が Landau-Ginzburg理論で書き直せる。このときの超ポテンシャル (3.6)は、

W (X0, X1, X2, X3) = µX−N
0 + XN

1 + X2
2 + X2

3 ,

となる。

この超ポテンシャルであらわされる Landau-Ginzburg 理論の低エネルギーの

共形場理論は、超ポテンシャルの各項のあらわす理論の直積となる。XN
1 のあら

わす低エネルギーの共形場理論は、レベルが (N − 2) のミニマル模型である。ま

た、X2
2 および X2

3 の各項は、それぞれ X2, X3 の質量項であり、低エネルギー

では、X2, X3 は、消えてしまう。別の見方をすれば X2
2 , X2

3 であらわされる低エ

ネルギー理論はレベルが 0 のミニマル模型であり、これは自明な理論である。

では、X−N
0 の項のあらわす低エネルギー理論は果たして何であろうか。これ

についてこれから議論する。

3.2.4 負べきの Landau-Ginzburg 理論

超ポテンシャル (3.6)であらわされる理論を考えよう。この理論の低エネルギー

の共形場理論は W = F (X1, . . . , Xn+1) であらわされる理論と W = X
−1/rΩ

0 であ
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らわされる理論の直積である。前者は定義から正べきのみを含む多項式であり、

それは「コンパクトな」理論である。一方、後者の負べきであらわされるような

理論は今考えている理論の「非コンパクト性」をあらわしていると考えられる。

これを詳しく見てみよう。

非常に単純に考えると、W = X−N0
0 , N0 = 1/rΩ は、レベルが (−N0 − 2) の

ミニマル模型ということになる。この理論は、レベルが N0 + 2 の SL(2,R)/U(1)

の Kazama-Suzuki 模型であると考えられている。この直観的な理由は、例えば

中心電荷である。レベルが N のミニマル模型の中心電荷の値は、

c/3 =
N − 2

N

で与えられるが、この式で形式的に N = −N0 とおいてみると、

c/3 =
N0 + 2

N0

となるが、これはレベルが (−N0 − 2) の SL(2,R)/U(1) Kazama-Suzuki 模型の中

心電荷と同じである。また、 N = 2 ミニマル模型は、 SU(2)/U(1) の Kazama-

Suzuki 模型と同じであるが、レベルが負の SU(2) は、SL(2,R) となると思われ

ているも一つの証拠である。

ここでは、これらの証拠から

W = X−N0
0 の超ポテンシャルをもつ Landau-Ginzburg 理論の低エネ

ルギーの共形場理論は、レベルが (−N0−2)の SL(2,R)/U(1) Kazama-

Suzuki 模型である。

ということを仮定して話を進める。

さらに、この SL(2,R)/U(1) Kazama-Suzuki 模型は、N = 2 Liouville 理論と

等しいと考えられている。これは、もともと超対称性が無い場合の SL(2,R)/U(1)

理論と sine-Liouville 理論が等価だという仮説が [25] によって出された。この仮

説の N = 2 超対称性のある場合についての拡張やその証拠などは、[8, 26,27] に

よって調べられている。ここでは、次の仮定を認めて話しを進めることにする。

レベルが (−N0 − 2) の SL(2,R)/U(1) Kazama-Suzuki 模型は、背景

電荷Q2 = 2/N0 をもつ N = 2 Liouville 理論と等価である。

これを認めると、次の３つの理論は、すべて等価である。

• W = X−N0
0 の超ポテンシャルをもつ Landau-Ginzburg理論の低エネルギー

の共形場理論
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• レベルが (−N0 − 2) の SL(2,R)/U(1) Kazama-Suzuki 模型

• 背景電荷Q2 = 2/N0 をもつ N = 2 Liouville 理論

これらの記述にはそれぞれ一長一短あるが、本論では、主にSL(2,R)/U(1) Kazama-

Suzuki 模型の記述を使うことにする。

まとめると、Cn+1 のなかで F (z) + µ = 0 の超曲面であらわされる非コンパ

クトな Calabi-Yau n-fold 上の弦理論の世界面の理論は、SL(2,R)/U(1) Kazama-

Suzuki 模型と W = F (X) の超ポテンシャルをもつ Landau-Ginzburg 理論の積

で記述できる。ただし実際の理論を作るためには右回りモードと左回りモードの

組み方をモジュラー不変になるように組まなければならない。これについて次章

および次々章で実際に構成し、出来上がった理論を調べてみることにする。特に

この理論が元の Calabi-Yau 上の弦理論に本当になっているかは興味あるところ

で、これが言えればこれまで行ってきた議論が正しいことの一つの証拠となる。

これらのことを行うに当たっては特に SL(2,R) の WZW 模型についての知識

を必要とする。これについて次節で議論する。

3.3 アフィン SL(2,R) の表現

非コンパクトな Calabi-Yau 多様体を扱う際に SL(2,R)/U(1) Kazama-Suzuki

模型があらわれたが、この理論を調べるためには SL(2,R) という非コンパクトな

群のWZW 模型を考えなければならない。 SL(2,R) WZW 模型は、時間方向が

曲がった空間で最も扱いやすいものとして昔から研究されてきた [28–35]。この

非コンパクトな群の WZW 模型は、「時間方向」を持ちユニタリーな理論にはな

り得ないが、時間方向で割った理論 SL(2,R)/U(1) はユニタリーにすることがで

きる。

また、SL(2,R) WZW 模型は、AdS3 の中の弦理論にも現れるが、このときは、

BRS 条件を課すことによりユニタリーにすることができる。実は、U(1) で割っ

たときにユニタリーになれという条件と、BRS条件を課した場合にユニタリーに

なれという条件は同じであることが知られている [29, 36]。

上の条件を仮にユニタリー条件と呼ぶことにすると、離散系列と呼ばれる一連

の表現に関しては、ユニタリー条件は各運動量の大きさに上限を与えることにな

る [29]。この上限とモジュラー不変性や OPE が閉じていることなどの条件を両

立させることは非常に困難であり未だ解決したとは言い難い。
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本論では、特にモジュラー不変性に関して提案されている「スペクトル流でいっ

た先をすべて足しあげる」という方法 [35, 37,38] を採用することにする。

SL(2,R) や SL(2,R)/U(1) の指標については、[29,39–41] で求められている。

3.3.1 SL(2,R) のユニタリー表現と対応するアフィン SL(2,R)

の表現

アフィンSL(2,R)の生成子をスピン基底で、J3
n, J±

n としよう。Sugawaraエネル

ギー運動量テンソルの 0 モード (grading operator)をL0 とすると、交換関係は、

[J3
m, J3

n] = −k

2
mδm+n,

[J3
m, J±

n ] = ±J±
m+n,

[J+
m, J−

n ] = kmδm+n − 2J3
m+n,

[L0, J
a
n] = −nJa

n,

となる。とりあえず L0 の固有値に下限があるような表現を求めたいので次のよ

うなプライマリー状態 |m〉 を考える。

Ja
n|m〉 = 0, Ja

0 |m〉 = (ta)m
m′|m′〉.

ここで (ta)m
m′ は、有限次元 SL(2,R) 代数の表現行列である。このプライマリー

状態に Ja
−n, n > 0 を掛けていくことで、表現のモジュールが出来る。つまりア

フィン SL(2,R)の、プライマリー状態から構成されるような表現は、有限次元

SL(2,R) の表現を決めれば決まることになる。

なるべくユニタリーにしたいので有限次元 SL(2,R) の表現としては、ユニタ

リー表現を持ってくることにしよう。SL(2,R) は非コンパクト群なので自明な表

現以外のユニタリー表現は、無限次元である。SL(2,R) のユニタリー表現は、す

べて分類がされている。カシミア演算子 (J)2 = (J+
0 J−

0 + J+
0 J−

0 )/2 − (J3
0 )2 の固

有値を −j(j − 1) 、J3
0 の固有値を m として次のように分類されている。

1. 自明な表現 j = 0

◦
B = {|m = 0〉}.
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2. 最低ウェイトをもつ離散系列 j > 1
2

◦
D+

j = {|m〉|m = j, j + 1, j + 2, . . . }.

3. 最高ウェイトをもつ離散系列 j > 1
2

◦
D−

j = {|m〉|m = −j,−j − 1,−j − 2, . . . }.

4. 主連続系列 j = 1
2

+ iρ, ρ ∈ R

◦
Cα

j = {|m〉|m = α, α ± 1, α ± 2, . . . },

0 ≤ α < 1.

5. 補連続系列 1/2 < j < 1

◦
Eα

j = {|m〉|m = α, α ± 1, α ± 2, . . . },

0 ≤ α < 1, j − 1/2 < |α − 1/2|.

ここでいくつかの注意を述べておく。一つめは、SL(2,R) の被覆についてであ

る。SL(2,R) 群多様体そのものは、時間方向、つまり J3 方向について周期があ

るのでここから m の値が整数または半整数に制限される。したがって、離散系

列の場合は j が整数または半整数に制限され、連続系列の場合には、 α の値が

0, 1/2 に制限される。κ を正整数として、 SL(2,R) の κ 重被覆を考えたときに

は、離散系列では j ∈ Z/(2κ) に、連続系列では、α = a/κ, a = 1, 2, . . . , (κ − 1)

に制限される。AdS3 の弦理論を考えるときには SL(2,R)の普遍被覆を考えるが、

このときには離散系列における j 、および連続系列における α は連続的な値を

とる。

もう一つの注意は、表現のなかの各状態を波動関数と思ったときに関してであ

る。SL(2,R) の不変測度を使って L2 規格化可能な関数関数全体を L2(SL(2,R))

と書くことにする。このとき、主連続系列
◦
Cα

j ⊗
◦
Cα

j , j ∈ 1/2 + R, 0 ≤ α ≤ 1 お

よび離散系列
◦

D+
j ⊗

◦
D+

j ,
◦

D−
j ⊗

◦
D−

j , j > 1
2
で L2(SL(2,R)) の完全系を張ってい

る。したがって、 SL(2,R) のユニタリー表現のなかでも離散系列と主連続系列は

非常に重要であり、今後主にこれらの表現を考える。

さて、上で述べた SL(2,R) の表現をプライマリー状態とするアフィン SL(2,R)

の表現のモジュールをB,D±
j , Cα

j , Eα
j と書くことにしよう。実はこれらのアフィン
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に持ち上げた表現はすべて非ユニタリーである。だが、この非ユニタリー性はあ

まり重要ではない。我々が必要なのは、SL(2,R)/U(1) のユニタリー性、または、

AdS3 の弦理論の場合には、BRS 条件を課した後のユニタリー性である。前にふ

れたようにこの２つは等価であることが知られている。次の節では SL(2,R)/U(1)

Kazama-Suzuki 模型の言葉を使ってこのユニタリー性について述べよう。

3.3.2 N = 2 超共形対称性との関係

SL(2,R)/U(1) Kazama-Suzuki 模型の構成

ここでまず SL(2,R)/U(1) の Kazama-Suzuki 模型の N = 2 超共形代数の

カレントを作ってみる。SL(2,R)/U(1) の Kazama-Suzuki 模型は、(SL(2,R)×

SO(2))/U(1) の GKO coset 模型である。まず割られる方の SL(2,R)と SO(2) の

カレントは、次のように作られる。SO(2) は、フェルミオン 2 つ ψ±(z) で作り、

SL(2,R) の カレントを J±,3(z) とすると、OPE は、

ψ+(z)ψ−(w) ∼ 2

z − w
,

J3(z)J3(w) ∼ −k/2

(z − w)2
, J3(z)J±(w) ∼ ±J±(w)

z − w
,

J+(z)J−(w) ∼ k

(z − w)2
+

−2J3(w)

z − w
.

ここで、 N = 2 ミニマル模型の時と同様に

N := k − 2

と定義して、今後 SL(2,R)/U(1) Kazama-Suzuki 模型のパラメータとしておもに

この N を使うことにする。また、割る方の U(1) のカレント J̃3(z) を

J̃3(z) = J3 +
1

2
ψ+ψ−,

とすると、 OPE

J̃3(z)J̃3(w) ∼ −N/2

(z − w)2
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が言える。これらの材料を使ってKazama-Suzuki模型のN = 2カレントT (z), G±(z), J(z)

および中心電荷は次のように書ける。

T (z) =
1

2(N)

(
J+J− + J+J−)

+
N + 2

4N

(
ψ+∂ψ− + ψ−∂ψ+

)
+

1

N
J3ψ+ψ−,

c

3
=

N + 2

N
,

G±(z) =
1√
N

ψ∓J±,

J(z) = −1

2
ψ+ψ− − 2

N
J̃3 = − 2

N
J3 − N + 2

2N
ψ+ψ−, (3.7)

とかける。このカレントは確かに直交関係の OPE

T (z)J̃3(w) ∼ G±(z)J̃3(w) ∼ J(z)J̃3(w) ∼ 0,

を満たす。

さて、表現のモジュールの分岐関係について調べよう。Hj をアフィン SL(2,R)の

表現のモジュールB,D±
j , Cα

j , Eα
j のいずれかとしよう。このときコセット (SL(2,R)×

SO(2))/U(1) の分岐条件は、

Hj ⊗HSO(2)
s =

⊕
m

Hj,m,s ⊗HU(1)
m

となる。Hj,m,s には、N = 2 超共形代数が作用しているのでN = 2 超共形代数

のモジュールに分解できることは明らかだが、実は Hj,m,s が、 N = 2 超共形代

数のモジュールそのものであることが知られている。これからこのことを見てい

くことにしよう。

N = 2 超共形代数の表現

ここで、N = 2 超共形代数の c > 3 の場合の表現の分類について SL(2,R)の表

現の分類と対応させて述べよう。また、N = 2 超共形代数には、NS セクターと

R セクターがあるが、とりあえず NS セクターのみ書いてR セクターは N = 2

超共形代数のスペクトル流で考えることにする。

表現は、２つのパラメータ、共形次元 h と電荷 Q で特徴づけられる。これを

j と m という別の２つのパラメータに次の式で置き換える。

hj,m =
−j(j − 1) + m2

N
,

Qj,m = −2m

N
.
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これらの j,m の値によって表現は次のように分類できる [40]。

1. 「自明」j = 0, m = 0 BNS

2. 「最低ウェイトをもつ離散系列」0 ≤ j ≤ k
2
, m ∈ j + Z+ D+NS

j,m

3. 「最高ウェイトをもつ離散系列」0 ≤ j ≤ k
2
, m ∈ −j − Z+ D−NS

j,m

4. 「主連続系列」j ∈ 1
2

+ iR CNS
j,m

5. 「補連続系列」0 < j < 1
2
, j − 1/2 < |m − [m] − 1/2| ENS

j,m

分類は、SL(2,R) の場合とほぼ同じであるが、注意することは、離散系列の j

に上限がついていることである。

上のモジュールを後々つかいやすいように次のように fermion 数によって分け

ておく。(−1)F を NS のプライマリー状態に対して +1 , フェルミオン的な生成

子 G±
r に対して

(−1)F G±
r (−1)F = −G±

r ,

で定義する。このときHNS
j,mを BNS,D+NS

j,m , CNS
j,m , ENS

j,m のいずれかとしてHj,m,s, s ∈

Z4 を次のように射影で定義する。

Hj,m,s=0 =
1

2
{1 + (−1)F}HNS

j,m,

Hj,m,s=2 =
1

2
{1 − (−1)F}HNS

j,m,

Hj,m,s=1 =
1

2
{1 + (−1)F}HR

j,m,

Hj,m,s=−1 =
1

2
{1 − (−1)F}HR

j,m,

ここで、HR
j,m は、HNS

j,m の 1/2 のスペクトルで定義したものである。

実は、このように定義した HNS
j,m が前に述べたコセットで作った HNS

j,m と同じ

であることをこれから指標を使って示す。

指標

アフィン SL(2,R) の表現を Hj として、その指標を

χ(Hj; τ, z) := Tr
Hj

[
qL0− c

24 yJ3
0

]
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で定義すると結果は知られていて

χ(B; τ, z) =
q

1
8

(
y− 1

2 − y
1
2

)
−iθ1(τ, z)

,

χ(D+
j ; τ, z) =

q−
1
N (j− 1

2)
2

yj− 1
2

−iθ1(τ, z)
, (0 < j < k/2)

χ(D+
j=k/2; τ, z) =

q−
1
N (j− 1

2)
2

yj− 1
2 (1 − qy−1)

−iθ1(τ, z)
,

χ(D−
j ; τ, z) =

−q−
1
N (j− 1

2)
2

y−j+ 1
2

−iθ1(τ, z)
, (0 < j < k/2)

χ(D−
j=k/2; τ, z) =

−q−
1
N (j− 1

2)
2

y−j+ 1
2 (1 − qy)

−iθ1(τ, z)
,

χ(Cα
j ; τ, z) = χ(Eα

j ; τ, z) =
q−

1
N (j− 1

2)
2

η(τ)3

∑
n∈Z

yn+a,

(3.8)

一方、N = 2 超共形代数の指標

χ(H; τ, z) := Tr
H

[
qL0− c

24 yJ0
]

は次のような形になることが知られている。

χ(BNS; τ, z) =
(1 − q)q−

1
4N

(1 + q1/2y)(1 + q1/2y−1)

θ3(τ, z)

η(τ)3
,

χ(D+NS
j,m ; τ, z) =

q−
1
N (j− 1

2)
2
+m2

4N y−m
N

1 + q−j+m+1/2y−1

θ3(τ, z)

η(τ)3
, (0 < j < k/2)

χ(D+NS
j=k/2,m; τ, z) =

q−
1
N (j− 1

2)
2
+m2

4N y−m
N (1 − q)

(1 + q−j+m+1/2y−1)(1 + q−j+m+3/2y−1)

θ3(τ, z)

η(τ)3
,

χ(D−NS
j,m ; τ, z) =

q−
1
N (j− 1

2)
2
+m2

4N y−m
N

1 + q−j−m+1/2y

θ3(τ, z)

η(τ)3
, (0 < j < k/2)

χ(D−NS
j=k/2,m; τ, z) =

q−
1
N (j− 1

2)
2
+m2

4N y−m
N (1 − q)

(1 + q−j−m+1/2y)(1 + q−j−m+3/2y)

θ3(τ, z)

η(τ)3
,

χ(CNS
j,m ; τ, z) = χ(ENS

j,m ; τ, z) = q−
1
N (j− 1

2)
2
+m2

4N y−m
N

θ3(τ, z)

η(τ)3
.
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ここから、作った Hj,m,s の指標の間に

χ(Hj; τ, w1)χ
SO(2)
s (τ, w2) =

∑
m

χ(Hj,m,s; τ, z1)
q−

1
N

m2
ym

2

η(τ)
,

の関係が成り立つことを示すことが出来る。ただしここで、q−
1
N

m2
ym

2 /η(τ) は、

J̃3
0 から生成されるアフィン U(1) の指標、χ

SO(2)
s (τ, w2) は、アフィン SO(2) の

指標である。また、(z1, z2) と (w1, w2) の関係は、カレントの標識 (3.7) から読

みとることが出来る。

3.3.3 スペクトル流と指標

SL(2,R) の WZW 模型では、スペクトル流 (spectral flow) と呼ばれる対称性

が重要な役割を果たしている。ここで述べるアフィン SL(2,R) のスペクトル流

は、N = 2 超共形代数のスペクトル流とは、一応異なるものであるが、微妙な関

係がある。

スペクトル流とは、アフィン SL(2,R) の一連の自己同型で整数 v でラベルさ

れる次のようなものである。

J3
n
〈v〉 = J3

n − k

2
δn,0, J±

n
〈v〉 = J±

n±v.

この Ja
n
〈v〉 は、アフィン SL(2,R) の代数を満たす。

このスペクトル流をカレントで書いてみると、

J3〈v〉(z) = J3
n(z) − k

2
vz−1, J±〈v〉(z) = J±(z)z±v.

やはり Ja〈v〉(z) は、アフィン SL(2,R) の OPE を満たす。Sugawara エネルギー

運動量テンソルは、次のように変換する。

Ln
〈v〉 = Ln + vJ3

n − k

4
v2δn,0

さて、このスペクトル流がモジュールに対してどのように作用するかを調べよ

う。まず、 v だけスペクトル流を起こすユニタリー演算子を Uv とする。つまり、

演算子 A に対して

A〈v〉 = UvAU−1
v ,

と変換させる演算子である。アフィン SL(2,R) のモジュールを Hj があったとき

このモジュールを Uv で移した先は、やはりアフィン SL(2,R) のモジュールにな

るはずだが、これがどのようなモジュールになるかを調べてみよう。
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Hj
〈v〉 := U−1

v Hj と定義する。Hj のL0, J
3
0 の固有値がそれぞれ h,m の状態を

|h,m〉 と書くと、これをスペクトル流で移した先の状態 U−1
v |h,m〉 の L0, J

3
0 の

固有値は、

L0U
−1
v |h,m〉 = U−1

v L0
〈v〉|h,m〉 = U−1

v (L0 + vJ3
0 − k

4
v2)|h,m〉 = (h + vm − k

4
v2)U−1

v |h,m〉,

J3
0U−1

v |h, m〉 =

(
m − k

2
v

)
U−1

v |h, m〉,

となる。したがってスペクトル流で行った先のモジュールの指標は、

χ(Hj
〈v〉)(τ, z) := Tr

Hj
〈v〉

[
qL0−c/24yJ3

0

]
= Tr

Hj

[
qL0+vJ3

0−kv2/4−c/24yJ3
0−kv/2

]
= q−kv2/4y−kv/2 Tr

Hj

[
qL0−c/24(qvy)J3

0

]
= q−kv2/4y−kv/2χ(Hj)(τ, z + vτ)

となる。

このスペクトル流は、特に離散系列の分配関数を構成するときに重要な役割を

果たす。以下主連続系列の場合と離散系列の場合の指標について述べる。

主連続系列

主連続系列の N = 2 の指標は、

χ(CNS
j,m ; τ, z) = q−

1
N (j− 1

2)
2
+m2

4N y−m
N

θ3(τ, z)

η(τ)3
.

となる。これは、線型ディラトン φ, 自由ボゾン Y , 2 つのフェルミオン ψ± （レ

ベル 1 アフィン SO(2)）の直積の指標と全く同じである。これらの場は、N = 2

Liouville 理論を自由場表示したときの場であり、この N = 2 代数は、

T = −1

2
(∂Y )2 − 1

2
(∂φ)2 − Q

2
∂2φ − 1

2
(ψ+∂ψ− − ∂ψ+ψ−),

G± = − 1√
2
ψ±(i∂Y ± ∂φ) ∓ Q√

2
∂ψ±,

J = ψ+ψ− − Qi∂Y.
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SL(2,R)/U(1) との対応は、φ の運動量を pφ、 Y の運動量を pY として

Q2 =
N

2
, pY = −Q

2
m, pφ = iQj

である。

本論では、連続系列の解析を行う際は、この N = 2 Liouville の自由場を使っ

て行う。

離散系列

離散系列については、そのモジュラー変換性を見るために SL(2,R)/U(1) の分

岐関係を用いて記述する。記号を簡単にするために、

` := 2j, χ(D+
`/2; τ, z) = χ+

` (τ, z)

と定義する。0 < ` < k (0 < j < k/2) に対して、スペクトル流で流したあとの指

標は、

χ+
`
〈v〉(τ, z) := Tr

[
qL0

〈v〉− k
8(k−2) yJ3〈v〉

0

]
=

(−1)vq−
1

4(k−2)
(`−1−kv)2y− 1

2(k−2)
(`−1−kv)

−iθ1(τ, z)
.

これを v について足し合わせると∑
v∈2Z

χ+
`
〈v〉(τ, z) =

Θ`−1,−N(τ, z)

−iθ1(τ, z)
,

となってテータ関数であらわされるのでモジュラー変換性がよい。今は、最低ウェ

イトをもつ離散系列を扱ったが、同じことを最高ウェイトをもつ離散系列に対し

ておこなうことも出来る。ただしこの両者は独立でなく次の関係がある。∑
v∈2Z+1

χ+
`
〈v〉(τ, z) =

∑
v∈2Z

χ−
k−`

〈v〉(τ, z) =
−Θ−N+`−1,−N(τ, z)

−iθ1(τ, z)
.

あとでモジュラー不変な分配関数を構成する際には、次のような指標の組み合

わせをとっておくと便利である。

χ̌`(τ, z) :=
∑
v∈2Z

χ+
`
〈v〉(τ, z) +

∑
v∈2Z+1

χ+
k−`

〈v〉(τ, z) =
Θ`−1,−N(τ, z) − Θ−(`−1),−N(τ, z)

−iθ1(τ, z)
.

(3.9)
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時間方向の U(1) （割る U(1)）については、つぎのような指標になる。

Tr
Hm

[qL0− 1
24 yJ3

0 ] = Θm,−N(τ, z)/η(τ), m ∈ Z2N . (3.10)

これらの定義を使って、離散系列の指標をスペクトル流にそって足し合わせた

もの χ̌`,s
m (τ, z) は、次の分岐関係で定義することができる。

χ̌`

(
τ,− 2

N
z1 + z2

)
Θs,2

(
τ,− k

N
z1 + z2

)
=

∑
m∈ZN

χ̌`,s
m (τ, z1)Θm,−N (τ, z2) .

(3.11)

モジュラー変換性は、上の分岐関係 (3.11) から読みとることができる。

χ̌`,s
m (τ + 1, z) = e

[
−`(` − 2)

4N
+

s2

8
+

m2

4N
− N + 2

8N

]
χ̌`,s

m (τ, z),

χ̌`,s
m (−1/τ, z/τ) = e

[
k

2N

z2

τ

] ∑
`,m,s

(−1)

√
2

N
sin π

(` − 1)(`′ − 1)

N

× 1√
8k

e

[
−ss′

4
− mm′

2N

]
χ̌`′,s′

m′ (τ, z).

あとで非コンパクト Gepner 模型の離散部分を構成するときはこの指標を用

いる。
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第4章 連続系列

この章では、SL(2,R) の連続系列を使った部分についてモジュラー不変な分配関

数の構成、および境界状態の方法を用いた D ブレインの解析を行う。この章の

議論は、[42, 43] に基づくものである。

他に非コンパクト Gepner 模型の閉弦についての研究は [44–47]、D ブレイン

についての研究が [48,49]にある。

4.1 モジュラー不変な分配関数

ここでは、SL(2,R) の表現のうち連続系列のみを使ってモジュラー不変な分配

関数を構成する。連続系列の場合、SL(2,R)/U(1) は N = 2 の自由場表示におき

かえてよいのでそのようにして考える。このとき考える共形場理論は、

Rd−2 × Rφ × S1 × MG1,N1 × · · · × MGR,NR
.

全体の分配関数は、GSO 射影に関係ある部分と GSO 射影に関係ない部分の

２つの因子に分かれる。つまり、GSO 射影に関係ある部分を ZGSO 関係無い部

分を Z0 としたとき全体の分配関数 Z はこれらの積で次のように書ける。

Z(τ, τ̄) = Z0(τ, τ̄)ZGSO(τ, τ̄).

このうち GSO 射影に関係無い部分 Z0 は、比較的簡単である。一方、GSO 射

影に関係ある部分の ZGSO の構成はかなり非自明である。ここではまず Z0 を先

に構成しあとでZGSO を構成することにする。

4.1.1 GSO 射影に関係のない部分

この節では、 GSO 射影に関係ない部分 Z0 について考えよう。この部分の取

り扱いは、[45] にしたがう。

Z0 の部分は、平らな時空の部分 XI , (I = 2, . . . , d − 1) からの寄与と、線型

ディラトン φ からの寄与である。
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平らな時空の部分に関しては、よく知られていて Dedekindエータ関数 η(τ)を

使って書ける。結果は、ボゾン１個あたり

1
√

τ2|η(τ)|2
.

となる。

一方、線型ディラトンの方は少し複雑で、次のようになる。主連続系列に対応

するのは、

exp(ipφ), p = − iQ

2
+ `, ` ∈ R, (4.1)

の頂点演算子からできる状態である。これらを同じ重みで積分することにする。

振動子の部分も入れて結果は、

ZL =
1

|
∏

n=1(1 − qn)|2

∫
dp exp

[
−4πτ2

(
1

2
p2 +

i

2
pQ − 1 + 3Q2

24

)]

=
1

√
τ2|η(τ)|2

,

となる。ここで pの積分範囲は (4.1)で与えられるもので、`について一様な重み

で積分した。また、線型ディラトンの中心電荷は、1 + 3Q2 であることを使った。

結果的には、線型ディラトンの部分の寄与は、普通のボゾン１個と同じである。

これらを合わせて GSO 射影に関係の無い部分全体 Z0 は、自由ボゾン (d− 1) 個

分と同じで次のようになる。

Z0 =

(
1

√
τ2|η(τ)|2

)d−1

.

4.1.2 GSO 射影に関係のある部分 : d = 2, 6 の場合

さて、GSO 射影に関係のある部分 ZGSO の構成に移ろう。GSO に関係のある

部分は、 d = 2, 6 の場合と d = 4 の場合で少し取り扱いが異なる。ここではまず

d = 2, 6 の場合について考えよう。

この部分に含まれるのは、次のものである。

• (d − 2) 個の平らな時空からくる自由フェルミオン ψI , (I = 2, . . . , d − 1)

• SL(2,R)/U(1) Kazama-Suzuki の自由場表示からくる自由フェルミオン２

個 ψφ, ψY

• SL(2,R)/U(1) Kazama-Suzuki の自由場表示の S1 からくるボゾン Y。
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• ミニマル模型 MG1,N1 , . . . ,MGR,NR

まず上の２つの自由フェルミオンを合わせて d 個の自由フェルミオンとなる

が、これからレベル 1 のアフィン SO(d) をつくる。レベル 1 のアフィン SO(d)

の可積分最高ウェイト表現は、スカラー、ベクトル、スピノール、共役スピノー

ルの４種類であり、これらをそれぞれ s = 0, 2, 1,−1 であらわすことにする。

U(1) 部分については運動量について足し合わせ、

Θm,KJ

(
τ, 2z

K

)
η(τ)

を指標とする。ただしここで K は Nj たちと 2 の最大公約数、また J は、

J := 2K

(
1 − d

8
−

R∑
j=1

Nj − 2

4Nj

)
(= KQ2/2)

の式で定義する。Θm,KJ/η のモジュールのなかの状態の電荷は、2 で割ったあま

りが m
K
であることもあとから重要になる。

この GSO 射影に関係ある部分すべてをあわせたものの指標は、

χλ
µ(τ, z) = χso(d)

s0

Θm0,KJ(τ, 2z/K)

η(τ)

R∏
j=1

χ`j ,sj
mj

(τ, z).

で定義する。ただしラベル λ, µ は、

λ := (`1, . . . , `R),

µ := (s0; s1, . . . , sR; m0; m1, . . . ,mR).

とする。

さて、これからこれらを使って「ベータ法」と呼ばれる方法 [1] でモジュラー

不変な分配関数を構成する。この理論に含まれる状態は、次の条件を満たさねば

ならない。

• 全体の電荷が奇数 （GSO 条件）

• 超対称性のカレントがすべて NS またはすべて R （スピン構造条件）

これらの条件を満たす状態のみを使ってモジュラー不変な分配関数を構成するの

がベータ法である。
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上の条件を書き表すためにいくつかの記号を定義する。まずラベル µ の間の

内積を定義する。

µ · µ′ := −d

2

s0s
′
0

4
−

R∑
j=1

sjs
′
j

4
− m0m

′
0

2KJ
+

R∑
j=1

mjm
′
j

2Nj

.

次に µ と同じタイプの定数ベクトル「ベータベクトル」β0, βj, j = 1, . . . , R を

導入する。

β0 := (1; 1, . . . , 1;−J ; 1, . . . , 1),

βj := (2; 0, . . . , 0, 2
∧
Sj

, 0, . . . 0; 0; 0, . . . , 0).

これらのベクトルを使うと GSO 条件とスピン構造条件は次のように簡単にあ

らわすことが出来る。

2β0 · µ ∈ 2Z + 1,

βj · µ ∈ Z, (j = 1, . . . , R) (4.2)

このように書き表した条件を「ベータ条件」と呼ぶことにする。

ベータベクトルの間の内積は後々重要になる。

β0 · β0 = −1,

βj · βj = −d

2
− 1, (j = 1, . . . , R)

βj · βj′ = −d

2
, (j, j ′ = 1, . . . , R, j 6= j′)

βj · β0 =
1

2

(
−d

2
− 1

)
. (4.3)

注意することは、β0 · β0 が奇数、βj · βj が偶数（ここで d = 2, 6 であることを

使っている）βj · βj′ と βj · β0 が整数であることである。

ある µ がベータ条件 (4.2) を満たしていたとしよう。このとき b0, bj を整数と

して µ+b0β0 +
∑R

j=1 bjβj もベータ条件を満たすことが分かる。したがって、ベー
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タ条件を満たす µ に対してブロック F λ
µ を

F λ
µ (τ) =

∑
b0∈Z2K
bj∈Z2

(−1)s0+b0χλ
µ+b0β0+

P

j bjβj
(τ),

で定義するとこの中に含まれる状態はすべてベータ条件を満たす。ここで、符号

(−1)s0+b0 は R セクターで (−1) になるように入れた。

上のような F λ
µ を定義した理由は、これが非常によいモジュラー変換性をもつ

からである。ここで実際にモジュラー変換性を調べてみることにしよう。χλ
µ の

モジュラー変換性は、

χλ
µ(τ + 1) = e

[∑
j

`j(`j + 2)

4Nj

− 1

2
µ · µ − 1

8

(∑
j

Nj − 2

Nj

+
d

6
+

1

3

)]
fλ

µ (τ),

χλ
µ(−1/τ) =

∑
λ′,µ′

(∏
j

A
(Nj−2)

`j`′j

)(∏
j

1√
8Nj

)
1√

8KJ
e[µ · µ′] fλ′

µ′ (τ),

となる。ここで、A
(N−2)
``′ は、レベル (N − 2) アフィン SU(2) のモジュラー S 行

列である。これを使ってブロック F λ
µ のモジュラー変換性を調べると次のように

なる。特筆すべきは S 変換に関してベータ条件を満たすものだけでかけているこ

とである。

F λ
µ (τ + 1) = e

[∑
j

`j(`j + 2)

4Nj

− 1

2
µ · µ − 1

8

(∑
j

Nj − 2

Nj

+
d

6
+

1

3

)]
F λ

µ (τ),

F λ
µ (−1/τ) =

beta∑
λ′,µ′

(∏
j

A
(Nj−2)

`j`′j

)(∏
j

1√
8Nj

)
1√

8KJ
e[µ · µ′] (−1)s0+s′0F λ′

µ′ (τ).

ここで和
beta∑
λ′,µ′

は、ベータ条件を満たすもののみとっている。

さて、ここまでくればあとはこのブロックを使って次のように簡単にモジュラー

不変は分配関数 ZGSO を作れる。

ZGSO(τ, τ̄) =
1

4R × 2K

beta∑
λ,λ̄,µ

(∏
j

L
(Gj ,Nj−2)

`j
¯̀
j

)
F λ

µ (τ)F̄ λ̄
µ (τ̄),

ここで、L
(Gj ,Nj−2)

`j
¯̀
j

は、レベル (Nj − 2) アフィン SU(2) の Gj = A,D,E モジュ

ラー不変行列である [17–19]。実際に上の ZGSO がモジュラー不変であることを

確かめることができる。
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このようにしてモジュラー不変な分配関数を構成することが出来た。これで理

論のスペクトルが完全に求まったことになる。

時空の超対称性から、ここで求めた分配関数は、0 になることが期待される

が、これについては [50] で実際に 0 になることを示した。これを示すのには、

d = 6 のときには、Jacobi の隠れた恒等式 (abstruse identity)を、d = 2 のとき

には、[51, 52] で発見されたテータ関数の恒等式を使う。

4.1.3 GSO 射影に関係のある部分 : d = 4 の場合

さて、d = 4の場合に移ろう。d = 4の場合には、４個の自由フェルミオンがあ

るが、これをレベル 1 アフィン SO(2) ２つに組む。そしてこのモジュールのラ

ベルを s−1 および s0 とする。こうすれば、d = 2, 6 の場合とほぼ同様に出来る。

全体の指標を

χλ
µ(τ) := χso(2)

s−1
(τ)χso(2)

s0
(τ)χ`1,s1

m (τ) . . . χ`R,sR
m (τ)Θm0,KJ(τ)/η(τ),

と定義する。ここで、全体のモジュールのラベルは、λ の方は d = 2, 6 の場合と

同様、µ の方は、s−1 を入れて次のように組む。

µ := (s−1, s0; s1, . . . , sR; m0; m1, . . . ,mR),

ベータ法のための µ の間の内積は、次のように定義する。

µ · µ′ := −
s−1s

′
−1

4
− s0s

′
0

4
−

∑
j

sjs
′
j

4
− m0m

′
0

2KJ
+

∑
j

mjm
′
j

2Nj

.

ベータベクトルの定義は、

β0 = (1, 1; 1, . . . , 1;−J ; 1, . . . , 1),

βj = (0, 2; 0, . . . , 0, 2
∧
Sj

, 0, . . . , 0; 0, . . . , 0; 0), (j = 1, . . . , R),

β−1 = (2, 2; 0, . . . , 0; 0, . . . , 0; 0).

ベータ条件は、

2β0 · µ ∈ 2Z + 1, βj · µ ∈ Z, β−1 · µ ∈ Z, (4.4)
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と書くことができる。

ブロックの定義は、

F λ
µ (τ) =

∑
b0∈Z2K ,bj∈Z2,b−1∈Z2

(−1)b0+s0fλ
µ+b0β0+

P

j bjβj+b−1β−1
(τ),

となる。このブロックを使って分配関数 ZGSO は、

ZGSO(τ, τ̄) =
1

4R × 4K

beta∑
λ,λ̄,µ

(∏
j

L
(Gj ,Nj−2)

`j
¯̀
j

)
F λ

µ (τ)F̄ λ̄
µ (τ̄).

と書ける。実際にこの分配関数がモジュラー不変であることは確かめることがで

きる。

この場合も時空の超対称性から分配関数は実際に 0 になることを示すことがで

きる [50]。これを示すのには、[53] で示されたテータ関数の恒等式を使う。

4.2 楕円種数

4.2.1 楕円種数の計算

この節では、楕円種数 (elliptic genus)を計算する [54]。楕円種数とはトポロ

ジー的な量で、Calabi-Yau のシグマ模型と比較することができる量である。

楕円種数の定義は、

I(τ, τ̄ , z) := Tr
RR

(−1)F qL0−c/24q̄L̄0−c/24yJ0 ,

で与えられる。ここで、トレースは、RR セクターのみでとる。この楕円種数は、

次のような性質を持つ。

I(τ + 1, τ̄ + 1, z) = I(τ, τ̄ ,−z) = I(τ, τ̄ , z),

I(−1/τ,−1/τ̄ , z/τ) = e

[
c

6

z2

τ

]
I(τ, τ̄ , z). (4.5)

ここでは、平らな時空の方は無視して非コンパクトな Calabi-Yau 多様体X の

部分のみの楕円種数を計算する。

まず、複素 n 次元の Calabi-Yau 多様体 X の臨界条件、別の言葉で言えば

Calabi-Yau条件について考えよう。これは、全中心電荷が 3nということであり、
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ミニマル模型のレベルと Lioville の背景電荷の間に次の関係がある。

n = c/3 = 1 + Q2 +
∑

j

Nj − 2

Nj

. (4.6)

N = 2 Liouville の U(1) の部分の character は、

Θm,K′J ′

(
τ,

2z

K ′

)
で定義しておく。ここで、K ′ は Nj の最小公倍数、J ′ は、

J ′ :=
K ′Q2

2
,

で定義している。ここでは、(n − 1 − R) が偶数の時のみ扱うことにする。した

がって (4.6) から J ′ は整数である。

やはりここでもベータ法を使うために次のような m をまとめたベクトルとそ

の間の内積を導入する。

~m := (m0; m1, . . . ,mR),

~m · ~m′ :=
m0m

′
0

2K ′J ′

∑
j

mjm
′
j

2Nj

.

さらにベータベクトル ~β0 を導入する。

~β0 := (−2J ′; 2, . . . , 2).

今の場合、Calabi-Yau の共形場理論を考えたいので U(1) 電荷が整数の状態に

射影する。この条件は、ベータベクトルを使って

~β0 · ~m ∈ Z,

と書ける。前と同じようにこの条件をベータ条件と呼ぶことにする。

(−1)F を挿入した指標 Iλ
~m を

Iλ
~m(τ, z) :=

∑
s0,sj=1,3

(−1)−
s0
2
−

P

j

sj
2

+~β·~m Θm0,K′J ′(τ, 2z/K ′)

η(τ)

R∏
j=1

χ`j ,sj
mj

(τ, z),

ここで次のような関数 I`
m を導入する。

I`
m(τ, z) := χ`,1

m (τ, z) − χ`,3
m (τ, z).
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この関数を使うと先ほどの Iλ
~m(τ, z) は、

Iλ
~m(τ, z) := (−1)

~β·~m θ1(τ, z)

η

Θm0,K′J ′(τ, 2z/K ′)

η(τ)

R∏
j=1

I`j
mj

(τ, z),

さて、これらの Iλ
~m(τ, z) のうち、ベータ条件を満たすもののみを使って楕円種

数を構成する。ある ~m がベータ条件を満たしているとするとこれに b0 を整数と

して ~m + b0
~β0 もベータ条件を満たしている。したがって、ベータ条件を満たす

~m に対して次のようなブロックG`
~m(τ, z) を定義するとこのブロックのなかに含

まれる状態は、すべてベータ条件を満たす。

G`
~m(τ, z) =

∑
b0∈ZN

Iλ
~m+b0~β0

(τ, z),

楕円種数の正しいモジュラー変換性を確かめるために、これらの関数のモジュ

ラー変換性を調べる。 Iλ
~m のモジュラー変換性は、

Iλ
~m(τ + 1, z) = e

[∑
j

`j(`j + 1)

4Nj

− 1

2
~m · ~m +

R + 1

8
− 1

8

(∑
j

Nj − 2

Nj

+
2

3

)]
Iλ

~m(τ, z),

Iλ
~m(−1/τ, z/τ) = (−i)R e

[
n

2

z2

τ

]

×
∑
λ′, ~m′

(∏
j

A
(Nj−2)

`j`′j

)
1∏

j

√
2Nj

1√
2K ′J ′

e[~m · ~m′] (−1)
~β0·(~m−~m′)Iλ′

~m′(τ, z),

G`
~m は、ベータ条件を満たすものの中で閉じている。

Gλ
~m(τ + 1, z) = e

[∑
j

`j(`j + 1)

4Nj

− 1

2
~m · ~m +

R + 1

8
− 1

8

(∑
j

Nj − 2

Nj

+
2

3

)]
Gλ

~m(τ, z),

Gλ
~m(−1/τ, z/τ) = (−i)R e

[
n

2

z2

τ

]

×
beta∑
λ′, ~m′

(∏
j

A
(Nj−2)

`j`′j

)
1∏

j

√
2Nj

1√
2NJ

e[~m · ~m′] (−1)
~β0·(~m−~m′)Gλ′

~m′(τ, z).

これらの関数を使って楕円種数は、

Z(τ, τ̄ , z) =
1

2RN

1
√

τ2|η(τ)|2
beta∑

λ,λ̄,~m

(∏
j

L
(Gj ,Nj−2)

`j
¯̀
j

)
Gλ

~m(τ, z)Ḡλ̄
~m(τ̄ , 0).

のように得られる。ここで、 L
(Gj ,Nj−2)

`j
¯̀
j

は、レベル (Nj − 2) アフィン SU(2) の

モジュラー不変な行列、1/
√

τ2|η(τ)|2 の因子は、線型ディラトンからの寄与であ
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る。この楕円種数が実際にモジュラー変換性 (4.5) を c/3 = n で満たすことは、

確かめることが出来る。

実際にはこの楕円種数は、θ̄1(τ̄ , 0) = 0 の因子を含むため 0 になる。

4.2.2 Hodge 数と Witten 指数

この楕円種数は 0 になってしまったが、ここから何か情報を引き出すことは出

来るだろうか。特異点の消滅コホモロジー等は、特異点付近に局在した情報なの

で連続系列でなく離散系列に含まれると考えられる。連続系列に含まれるのは、

特異点から遠くの方にある情報、つまり錐の底面 X/C× の情報と考えられる。一

方、動径方向の方はほぼ自明な寄与を与えると考えられ、このために楕円種数は

0 になったものと考えられる。ここでは、この動径方向の寄与を分離して底面の

情報を取り出すことを考えよう。それには、次のような Î を見ればよいと思わ

れる。

I(τ, τ̄ , z) =
θ1(τ, z)θ̄1(τ, 0)
√

τ2|η(τ)|6
Î(τ, τ̄ , z),

Î(τ, τ̄ , z) =
1

2RN

beta∑
λ,λ̄,~m

(
R∏

j=1

L
(Gj ,Nj−2)

`j
¯̀
j

)
Ĝλ

~m(τ, z)
¯̂
G

λ̄

~m(τ̄ , 0),

Ĝλ
~m(τ, z) =

∑
b0∈ZN

Îλ
~m+b0~β0

(τ, z),

Îλ
~m(τ, z) = (−1)

~β0·~mΘm0,K′J ′(τ, 2z/K ′)
R∏

j=1

I`j
mj

,

ここで、基底状態について詳しく見てみるために τ → i∞ の極限をとってみ

ることにしよう。この極限で Θm0,K′J ′ は

Θm0,K′J ′(i∞, z) = δmod 2K′J ′

m0
,

となる。したがって、 Ĝ は、次のように評価できる。

Ĝλ
~m =


∏R

j=1 I
`j

mj+
m0
2J′

(i∞, z) (m0 ≡ 0 mod 2J ′),

0 (others).

これを使うと Î は、次のようになる。

lim
τ→i∞

Î =
1

2RK ′

beta∑
λ,λ̄,~m

δmod 2J ′

m0

R∏
j=1

[
L

(Gj ,Nj−2)

`j
¯̀
j

I
`j

mj+
m0
2J′

(i∞, z)Ī
¯̀
j

mj+
m0
2J′

(−i∞, 0)
]
.



4.2 楕円種数 59

ここで和をとる変数の変数変換 mj + m0

2J ′ = m′
j （プライムは省略する。）を行う

と m0 についての和が実行できる。さらに、

I`j
mj

(−i∞, z) = δ
mod 2Nj

mj−`j−1 y
`+1
N

− 1
2 − δ

mod 2Nj

mj+`j+1 y− `+1
N

+ 1
2 ,

も考慮する。結果は、

lim
τ→i∞

Î =
1

2R

beta∑
{mj}

∏
j

∑
`j ,¯̀j

L
(Nj)

`j
¯̀
j
I`j
mj

(i∞, z)I
¯̀
j

mj
(−i∞, 0)

 .

となる。

さてここまでは、かなり一般的な場合でやってきたが、ここからは、さらに具

体的な計算をするために次のような場合に限ることにする。

• すべてのミニマル模型は A 型、つまり Lλλ̄ = δλλ̄ 。

• R = n + 1 。

• N1 = N2 = · · · = NR = N 。

言い換えるとこの例は、 Calabi-Yau 多様体 X として次のような超曲面を考

えているということになる。

zN
1 + zN

2 + · · · + zN
n+1 = 0 in Cn+1. (4.7)

有限距離条件はN < n + 1 と書くことが出来るがこれはX/C× の第 1 Chern

数が正であり、X/C× は、正に曲がった多様体であることと等価である。

さて、この簡単な例では楕円種数の非自明な因子の基底状態は、計算できて

lim
τ→i∞

Î =
1

2R

beta∑
{mj}

∏
j

∑
`j

(
δ
mod 2Nj

mj−`j−1 y
`+1
N

− 1
2 − δ

mod 2Nj

mj+`j+1 y− `+1
N

+ 1
2

)(
δ
mod 2Nj

mj+`j+1 − δ
mod 2Nj

mj−`j−1

)

=
y−n+1

2

2R

beta∑
{mj}

∏
j

∑
`j

(
δ
mod 2Nj

mj−`j−1 y
`+1
N + δ

mod 2Nj

mj+`j+1 y− `+1
N

+1
) .

となる。さらに、mj = aj + Nbj, (bj = 0,−1; aj = 0, 1, . . . N − 1) の変数変換

を行うとベータ条件は ∑
j

aj ≡ 0 mod N,
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n = 3

N\p 1 2 3

3 0 6 0

4 1 19 1

n = 4

N\p 1 2 3 4

3 0 5 5 0

4 0 30 30 0

5 1 101 101 1

n = 5

N\p 1 2 3 4 5

3 0 1 20 1 0

4 0 21 141 21 0

5 0 120 580 120 0

6 1 426 1751 426 1

表 4.1: n = 3, 4, 5, N = 3, . . . , n + 1 の場合の hp の値。N = n + 1 の場合は、有

限距離条件を満たさないが、参考のため表に含めた。

と書ける。これらを使って Î をさらに計算すると結果は、

lim
τ→i∞

Î =
n∑

p=1

hpy
p−n+1

2 ,

hp :=
∑

aj=1,...,N−1,
P

j aj=pN

1 =

p∑
i=0

(−1)i

(
n + 1

i

)(
(p − i)(N − 1) + p − 1

n

)
.

となる。表 4.1 に n,N が小さい場合に、いくつかの hp の具体的な値を示す。こ

れらの係数 hp は、X/C× の真ん中の次元の Hodge 数にKähler 形式のべきを除

いて一致している。

特に Witten 指数を計算してみると、

lim
τ→i∞,z→0

Î =
n∑

p=1

hp

= (−1)n+1

[
1 +

(1 − N)n+1 − 1

N

]

= (−1)n+1

[
n + 1 +

(1 − N)n+1 − 1

N
− n

]
.

一方、 X/C× のオイラー数の幾何学的な結果は知られていて、

χX/C× = n + 1 +
(1 − N)n+1 − 1

N
.

共形場理論から求めた Witten 指数と幾何学的に求めた Euler 数はほぼ一致し

ている。これらの相違点の１つは、符号 (−1)n+1 であるが、これは重要ではな

い。もう１つの相違点は、Witten 指数の方が Euler 数よりも n だけ小さいこと

である。この差は、Kähler 形式のべきからくるコホモロジーの元と思われる。こ
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れらの元がなぜ共形場理論の方に入っていないのかはよく分からない未解決の問

題である。

4.3 境界状態と交点数

4.3.1 N = 2 Liouville 理論の境界状態

さて、ここでは、連続系列のみを使ったモデルにおいて共形場理論の境界状態

を調べることにより D ブレインとその上にのっている弦の性質を調べることに

しよう。

一般に、N = 2 の超共形場理論においては A 型と B 型と呼ばれる２つのタ

イプの貼り合わせ条件があることが知られている。この２つの貼り合わせ条件は

z = z̄ において次のように貼り合わせることである。

• A 型貼り合わせ条件

T = T̄ , G± = εḠ∓, J = −J̄ .

• B 型貼り合わせ条件

T = T̄ , G± = εḠ±, J = +J̄ .

ここで ε は、スピン構造に関するもので NS セクターでは、ε = 1 、 R セクター

では、z > 0 で ε = 1、z < 0 で ε = −1 となる。

連続系列においては、自由場表示で考えてよく、自由場表示は、N = 2 Liouville

と同じになる。まずこの N = 2 Liouville の部分についてどのような境界条件が

可能かを見てみよう。まず、A 型と B 型の貼り合わせ条件は、自由場を使って

次のように書ける。

• A 型

∂φ = ∂̄φ (Neumann) , ∂Y = −∂̄Y (Dirichlet) , ψ± = εψ̄∓.

• B 型

∂φ = ∂̄φ (Neumann) , ∂Y = +∂̄Y (Neumann) , ψ± = εψ̄±.
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ここで１つ注意を述べる。ここでは線型ディラトン場 φ に対してDirichret 境

界条件を課すことは考えない。線型ディラトン場に対するDirichret 境界条件は

非常に微妙な問題で単純に ∂φ = −∂̄φ としてしまうと T = T̄ とならないので共

形対称性を保つという条件を壊してしまうのでだめである。

さて、線型ディラトンの部分の境界状態を |BL〉〉 としてこれについて考えよ

う。線型ディラトンの部分についてはいつも Neumann 境界条件であり自由に動

かせるパラメータは無いので、境界状態は１つしかない。

線型ディラトンの円環振幅は、開弦の見方を使って簡単に計算することが出

来る。

Tr
O

qLO
0 −(1+3Q2)/24 =

1
√

τ2η(τ)
= 〈〈BL|q̃LC

0 +L̄C
0 −(1+3Q2)/12|BL〉〉 . (4.8)

線型ディラトンの部分は自由場であり、しかも U(1) 電荷を持たないので他の

部分とは全く結合していない。したがって次のようにして全体の円環振幅は、線

型ディラトンの部分を因数分解できる。線型ディラトン以外の部分の境界状態を

|α〉〉 と書くことにすると全体の境界状態は、 |BL〉〉 ⊗ |α〉〉 と書くことが出来る。

これを使って円環振幅は

(〈〈BL| ⊗ 〈〈α̃|)q̃L
(total)
0

C+L̄
(total)
0

C−c/12(|BL〉〉 ⊗ |α〉〉)

= 〈〈BL|q̃L
(linear dilaton)
0

C+L̄
(linear dilaton)
0

C−(1+3Q2)/12|BL〉〉 〈〈α|q̃L
(other)
0

C+L̄
(other)
0

C−cother/12|α〉〉

=
1

√
τ2η(τ)

〈〈α|q̃L
(other)
0

C+L̄
(other)
0

C−cother/12|α〉〉.

となり、線型ディラトンの部分とそれ以外に因数分解されることが分かった。こ

の章では以後、線型ディラトンからの寄与を書かないことが多い。この場合でも

全体の円環振幅は、線型ディラトンからの寄与 1√
τ2η(τ)

をかけるだけで得られる。

さて、次に S1 の部分について見てみよう。S1 ボゾンの部分の境界状態は通常

のコヒーレント状態で表される。A 型 (Dirichlet) の場合は、

|p〉〉A := exp

[
∞∑

n=1

1

n
Y−nȲ−n

]
|p, p̄ = p〉,

とあらわされる。ここで |p, p̄〉 は、閉弦の Fock 真空で右回りと左回りの 0 モー

ドの固有値がそれぞれ p, p̄ のものである。

B 型 (Neumann) の場合の境界状態は、A 型の境界状態の表示で Ȳn と p̄ の符

号を変えることで次のように得られる。

|p〉〉B := exp

[
−

∞∑
n=1

1

n
Y−nȲ−n

]
|p, p̄ = −p〉.
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これからの議論では、A 型 B 型両方の場合に成り立つ場合には、添え字 A,B を

書かない。

これらの境界状態の間の遷移振幅は Dedekind エータ関数を使って

〈〈p′|q̃HC |p〉〉 = δp,p′
q̃

1
2
p2

η(τ̃)
,

のようにあらわすことが出来る。しかしこの振幅は、モジュラー変換性があまり

良くないので、閉弦のときと同様に境界状態の線形結合をとって、振幅のモジュ

ラー変換性をよくする。

|m0〉〉 =
∑
u∈Z

|p =
2KJu + m0

KQ
〉〉.

このようにしたとき、|m0〉〉 と |m0〉〉′ の間の遷移振幅は、SU(2) 古典テータ関数

を使って

〈〈m′
0|q̃HC |m0〉〉 := δmod 2KJ

m0−m′
0

Θm0,KJ(τ̃)

η(τ̃)
,

と書ける。これはモジュラー変換性が非常によいのでこれを境界状態のブロック

とする。

4.3.2 全体の境界状態と交点数

さて、上で行った議論に他の部分もいれて全体の境界状態を考えよう。Calabi-

Yau 多様体に対応するところのみをとってきて

Rφ × S1 × MN1 × MN2 × · · · × MNr

という理論を考え、ここに出てくる境界状態について考えよう。ただし本論では

有理境界状態と呼ばれる境界状態のみを考える1 [56]。有理境界状態とは、全体

の Ishibashi 状態を個々の有理共形場理論の Ishibashi 状態のテンソル積とし、そ

の線型結合で書けるような境界状態ということである。Ishibashi 状態は、次のよ

うに表示出来る。

|a〉〉 := |s0〉〉 ⊗ |m0〉〉 ⊗ |`1,m1, s1〉〉 ⊗ · · · ⊗ |`r,mr, sr〉〉.

ここで、ラベル a = (~̀, ~m,~s) を使った。また |`j,mj, sj〉〉 は、通常の N = 2 ミ

ニマル模型の Ishibashi 状態である。
1Gepner 模型における有理境界状態以外の境界状態について [55]に議論がある。
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Ishibashi 状態としては、閉弦のスペクトルにある状態のみが使えるので、貼り

合わせ条件 A 型、 B 型で使える状態は異なる。A 型の場合、左右で U(1) 電荷

が同じになるのでベータ条件 ~β · ~m ∈ Z を満たすすべての状態が使える。一方 B

型の場合、左右で U(1) 電荷が逆符号になるので次のような条件を満たす状態の

みが使える。

~m =
1

2
b~β, b ∈ Z.

これらの Ishibashi 状態を使って Cardy 条件を満たすCardy 状態 [20] を A 型 、

B型それぞれについて作ることにする。

A型境界状態

A 型貼り合わせ条件に対応する Cardy 状態は、α = (~L, ~M, ~S) でラベルされ

る。ここで ~L, ~M, ~S はそれぞれ ~̀, ~m,~s と同じタイプのベクトルである。

Cardy 状態は、次のように Ishibashi 状態の線型結合で書かれる。

|α〉〉A =
1

κA
α

beta∑
a

Ba
α|a〉〉A,

Ba
α =

Sαa√
S0a

,

ここで記号 0 := (~̀ = 0, ~m = 0, ~s = 0) を使った。上の式の中の規格化定数 κA
α は

円環振幅がCardy 条件を満たすように決める。

まず、２つの Cardy 状態 |α〉〉A と A〈〈α̃|の間のNS セクターのみの振幅を計算

しよう。この振幅は、開弦の方から見ると NS セクターの 1 ループの分配関数に

なる。先ほどの Cardy 状態の具体的な表式を使って計算すると、

ZA
αα̃ = A〈〈α̃|q̃

1
2
HC |α〉〉A NS

=
1

κA
ακA

α̃

beta,NS∑
a,ã

Ba
αBã

α̃
∗〈〈ã|q̃

1
2
HC |a〉〉

=
1

κA
ακA

α̃

beta,NS∑
a

Ba
αBa

α̃
∗fa(q̃)

=
1

κA
ακA

α̃

∑
a′

beta,NS∑
a

Ba
αBa

α̃
∗Saa′fa′(q).
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ここで、 Ba
αBa

α̃
∗Saa′ をさらに計算すると

Ba
αBa

α̃
∗Saa′ =

SαaS
∗
α̃aSaa′

S0a

=
A~L~̀A~̃L~̀A~̀~̀′

A~0~̀

(∏
j

1

8Nj

)
1

8KJ
e
[
~m · ( ~M − ~̃M + ~m′) + ~s · (~S − ~̃S + ~s′)

]
.

ベータ条件を課した和
beta,NS∑

a

を実行するために Lagrangeの未定常数 ν0 を導入し

beta,NS∑
~̀, ~m

=
NS∑
~̀, ~m

1

K

K−1∑
ν0=0

e
[
ν0

~β · ~m
]
.

と書き直して計算を進めると、 開弦の NS セクターの分配関数が得られる。

ZA
αα̃ =

1

ξαξα̃

NS∑
a′

K−1∑
ν0=0

(∏
j

N
`′j

LjL̃j

)
δ ~M− ~̃M+~m′+ν0

~β
fa′(q),

ここで、ξα は、κA
α に比例するある定数である。また、N

`′j

LjL̃j
は、アフィン SU(2)

の fusion 係数である。

次に、トポロジー的不変量である「開弦の Witten 指数」を計算しよう。この

指数は、２つの連接層の間の交差形式の情報を持っていると考えらる。これは、

後に幾何学的な方法で得たものと比較することができる。

開弦の Witten 指数は、閉弦の見方からすると RR 振幅を |α〉〉A と A〈〈α̃| の

RR 振幅を (−1)FL を挿入して評価することができて

IA
αα̃ := Tr

α,α̃,R
[(−1)F qHO

] = A〈〈α̃|(−1)FL q̃
1
2
HC |α̃〉〉A R.

先に求めた Cardy 状態を使って開弦の Witten 指数は

IA
αα̃ =

1

κA
ακA

α̃

beta,R∑
a,ã

Ba
αBã

α̃
∗〈〈ã|(−1)FL q̃

1
2
HC |a〉〉

=
1

κA
ακA

α̃

beta,R∑
a

Ba
αBa

α̃
∗(−1)−

1
2
s0−

P

j
1
2
sj+~β·~mfa(q̃)

=
1

ξαξα̃

R∑
a′

K−1∑
ν0=0

(
r∏

j=1

N
`′j

LjL̃j

)
δ ~M− ~̃M+~m+(ν0+1/2)~β

(−1)
Pr

j=0

Sj−S̃j+sj
2 fa′(q),
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と計算できる。これは、さらに評価できて

IA
αα̃ =

1

ξαξα̃

(−1)
Pr

j=0

Sj−S̃j
2

K−1∑
ν0=0

(
r∏

j=1

N
2ν0+Mj−M̃j

LjL̃j

)
δmod 2KJ
−(2ν0+1)J+M0−M̃0

θ1(τ)

(η(τ))2

=
1

ξαξα̃

(−1)
Pr

j=0

Sj−S̃j
2

(
r∏

j=1

N
M0−M̃0

J
+Mj−M̃j−1

LjL̃j

)
δmod 2J
M0−M̃0−J

θ1(τ)

(η(τ))2
.

実際にはこの指数は θ1(τ) = 0 の因子を含むので 0 になってしまう。これは、閉

弦の場合の楕円指数と同じ現象である。この意味はあとで述べる。

B 型境界状態

A型の場合とは異なり、B型の場合に使える Ishibashi状態は、~m = (1/2) b~β , b ∈

Z を満たすものに限られる。

これらの Ishibashi 状態の線型結合で Cardy 状態を次のように構成する。

|α〉〉B =
1

κB
α

beta∑
a;~m= 1

2
b~β

Ba
α|a〉〉,

Ba
α =

Sαa√
S0a

.

Cardy 状態 Ba
α は、 ~M に対して、 b~β · ~M という形を通じてのみ依存している。

したがって、 Cardy 状態は一つの数 M := ~β · ~M および ２つのベクトル ~L, ~S で

ラベルされる。

A 型の場合と同じ方法を使い |α〉〉B と B〈〈α̃| の間の NS セクターの振幅を計

算することができる。

ZB
αα̃ = B〈〈α̃|q̃HC |α〉〉B NS

=
1

ζαζα̃

even,NS∑
a′

δmod K
1
2
(M−M̃+K~β·~m′)

r∏
j=1

N
`′j

Lj ,L̃j
fa′(q). (4.9)

ここで ζα は κB
α に比例する定数である。

B 型の場合にも A 型の場合と同様に開弦の Witten 指数を計算することがで

きる。

IB
αα̃ = B〈〈α̃|(−1)FL q̃HC |α〉〉B R

=
1

ζαζα̃

(−1)
S−S̃

2

∑
m′

1,...,m′
R

δmod K

1
2

»

M−M̃+
P

j

K(m′
j
+1)

2Nj

–

(
r∏

j=1

N
mj−1

Lj ,L̃j

)
θ1(τ)

(η(τ))2
. (4.10)
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A 型の場合と同じようにやはり B 型の場合も開弦の Witten 指数は、 0 になっ

てしまう。

4.3.3 簡単な例

前とその前の節で示したように我々の模型の連続系列の Witten 指数は 0 に

なってしまう。これは、前の楕円指数の場合と同様に θ1(τ)√
τ2η(τ)3

(= 0) と非自明な

因子に因数分解出来る。これからは、この非自明な因子の意味について考えてい

くことにしよう。

簡単のために B 型の境界状態のみを考える。特異点をもつ多様体 X は、底空

間 X/C× 上のファイバー束としてあらわせる。

X = X/C× ×f C×.

ここで、記号 “×f” は、ひねった積をあらわす。Gepner 的な記述においては、

X/C×の部分がミニマル模型の積であらわされC× の部分が N = 2 Liouville 理

論になっていると思われる。B 型の貼り合わせ条件においては２つのボゾン φ 、

Y は Neuman 境界条件であった。つまり、すべての B 型の D ブレインは C× の

方向に広がっているということである。したがって、 C× の部分は自明な構造を

もつため B 型の D ブレインは図 4.1 で示したようにX/C× の中のサイクルであ

らわされると言える。

前の閉弦の場合と同様に X が

zN
1 + zN

2 + · · · + zN
n+1 = 0 in Cn+1.

と書けるような簡単な場合について考えよう。

CP n ∼= (Cn+1 −{0})/C× であることを思い出すとX/C× は、CP n の中の正に

曲がった複素 (n− 1) 次元多様体である。さらに解析を簡単にするために境界状

態として L = S = 0 のものだけをとってくることにする。また、式 (4.9) におい

て ζα = 1 とする。これは、 Cardy 条件を満たす。

このような簡単な場合には、境界状態はただ１つの数 M によってラベルされ
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αα

o

図 4.1: 非コンパクトな２つのサイクルの交わりの様子。全体の空間が非コンパク

トで特異点をもつ Calabi-Yau 多様体 X とし、原点 O を孤立特異点とする。動

径方向を φと Y 方向とすると、すべての B 型 Dブレインは、この方向に広がっ

ている。錐 α および α̃ が D ブレインをあらわす。これらの交わりは C× 方向

の面になってしまっているのでこの交点数は不定である。このために我々が開弦

の Witten 指数から得た交点数は 0 になってしまったわけである。これらのサイ

クルを錐の底面に限った場合、X/C× の中での交点数は、定義可能である。我々

は、開弦の Witten 指数の非自明な因子がこの交点数に対応すると主張する。

る。これらの B 型境界状態の間の開弦の Witten 指数をあらわに書いてみると

ÎMM̃ =
∑

m′
1,...,m′

r=0,...,2N

δmod 2N
M−M̃+

P

j(m
′
j+1)

(
r∏

j=1

N
mj−1
0,0

)

=
∑

m′
1,...,m′

r=0,...,2N

δmod 2N
M−M̃+

P

j(m
′
j+1)

r∏
j=1

(
δm′

j ,1 − δm′
j ,2N−1

)
,

となる。M および M̃ は偶数なので a = M/2, b = M̃/2 となる整数 a, b を導入

して上の式を書き換えると次のような簡単な式になる。

Îa,b =
r∑

c=0

δmod N
a−b+c

(
r

c

)
(−1)r−c

= (−1)r
∑
m≥0

(
r

b − a + mN

)
(−1)b−a+mN .

この交点数を行列として書いてみると次の IG という行列になる。

IG = (g−1 − 1)r , gN = 1 . (4.11)



4.4 幾何学的解釈 69

ここで g は、次の N × N 行列である。

g =



0 1

0 1

0 1
. . . . . .

0 1

1 0 0 · · · 0 0


.

ここで得られた交点形式は対称でも反対称でもない。これから（反）対称な交

点形式について述べよう。IG の（反）対称部分を

Iˇ := −[I t
G + (−1)r−1IG],

とすると、 Iˇ の形は

Iˇ = (g−1 − 1)r(gr−N − 1). (4.12)

と書くことが出来る。これは次のように解釈できる。

通常のコンパクトなGepner模型は次の超ポテンシャルをもつLandau-Ginzburg

模型である。

W = zN0
0 + zN1

1 + · · · + zNr
r ,

この場合の交点形式は、次のように書かれる [57, 58]。

IL=L̃=0 =
∏

j

(g−K/Nj − 1), K = lcm(Nj).

[59]にしたがって負で分数のべきを入れて

W = z
−N/(r−N)
0 + zN

1 + · · · + zN
r ,

で形式的に交点形式を当てはめると (4.12)が得られる。

これらの結果を次の節で幾何学的に得た交点形式と比較する。

4.4 幾何学的解釈

この節では、多様体 M = X/C× のトポロジー的な性質について議論する。こ

の節では純粋に幾何学的な方法で解析し前節で得られた結果と比較する。これに

よって我々が構成した共形場理論による記述の有効性が確かめられることになる。
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4.4.1 交点形式

まず、複素 d = n − 1 次元の正に曲がった多様体 M = X/C×

M ; zN
1 + zN

2 + · · · + zN
r = 0 in CP r−1 ,

r = d + 2 = n + 1 ,

を考える。この多様体の第 1 Chern 類は、コホモロジーの元 H ∈ H2(M) を

使って

c1(TM) = (r − N)H ,

と書ける。

M は、射影空間 V = CP r−1 の中の超曲面としてあらわされているので V の

特性類を M に制限することで M のトポロジー的性質を議論しよう。前節で議

論した Dブレインは超対称サイクルである。Gepner点で便利な超対称サイクル

の基底は V 上の直線束（連接層）{O(−a)} (a = 0, 1, 2, · · · , r− 1)であらわされ

るものである [60–65]。関連する解析は、[66–69]で行われている。また、 N = 2

ゲージ理論への応用が [70,59,71] で提案されている。

円環振幅であらわされる開弦の Witten 指数は、ゲージベクトル束 (E,E ′) の

Dirac 演算子の指数に対応する。言い換えると開弦の Witten 指数に対応する連

接層の間の自然な内積は、 V 上の相対 Euler 数 χV (E,E ′) である。E = O(−a)

、 E ′ = O(−b) とした場合この内積は、

〈O(−a),O(−b)〉V := χV (O(−a),O(−b))

=

∫
V

ch(O(−a)∗)ch(O(−b))Td(TV )

=

r − 1 + a − b

a − b

 =: Ia,b , (4.13)

(0 ≤ a ≤ r − 1 ; 0 ≤ b ≤ r − 1) ,

Td(TV ) =

(
H

1 − e−H

)r

,

となる。今後、便宜的な記号 Ra := O(−a) (a = 0, 1, · · · , r − 1) を使うことに

する。
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次に、上の内積に対する {Ra} の双対基底 {Sa}, (0 ≤ a ≤ r − 1) を導入する。

Sa は、

ch(Sa)∗ :=
∑

b

(I−1)a,bch(Rb)
∗ =

∑
b

(−1)a−b

 r

a − b

 ch(Rb)
∗ ,

となる。これらは上で定義した内積に対して、次のような直交条件を満たす。

〈Sa, Rb〉V = χV (Sa, Rb) = χV (Sa∗ ⊗ Rb) = δa
b .

直線束の集合 {O(a)} (a = 0, 1, · · · , r − 1) は、V = CP r−1 の上の連接層の

「強い例外集合 (strongly exceptional collection)」になっていて V の中の「螺旋

（helix）」の基礎集合になっている。

ここで次の 「左ミューテーション L 」という操作を導入する。この定義は完

全系列

0 → Ext0(O(a − 1),O(a)) ⊗O(a − 1) → O(a) → LO(a−1)(O(a)) → 0 , (4.14)

または、

0 → LO(a−1)(O(a)) → Ext0(O(a − 1),O(a)) ⊗O(a − 1) → O(a) → 0 , (4.15)

でなされる。ここで V に対しては Ext0(O(a−1),O(a)) = H0(O(a−1),O(a)) 6= 0

という事実を使った。重要なのは左ミューテーションで作られる連接層の Chern

指標に対する関係式

±ch(La−1O(a)) = ch(O(a)) − χV (O(a − 1),O(a))ch(O(a − 1)) , (4.16)

である。ここで便宜的な記号 La−1O(a) = LO(a−1)O(a) を使った。式 (4.16) の符

号は、左ミューテーションで式 (4.14)と式 (4.15) のどちらを使ったかによって決

まる。つまり、式 (4.14)を使った場合 (+)、式 (4.15)を使った場合 (−)、となる。

(4.16) の関係次々と使うことにより Sa∗ を次のように書き直すことが出来る。

ch(Sa)∗ =
a∑

b=0

(−1)a−b

 r

a − b

 ch(O(b)) = ch(L0L1 · · ·La−1O(a)) . (4.17)

つまり、それぞれの Sa∗ は、 R∗
a = O(a) に左ミューテーションを次々と施すこ

とにより得られる。
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次に、連接層 {O(−a)}に対して ZN の周期性を持たせるような同値類 O(−[a])

を導入する。これは、 M が ZN の対称性を持つために導入されるもので、次の

式で定義する。

O(−[a + N ]) = O(−[a]) .

[a] は、 N を法とした余りで定義される。同じことだが数 a を巡回群 ZN の元と

する。この同値類の元を便宜的に R[a] = O(−[a]) (a = 0, 1, · · · , N − 1) と書くこ

とにする。

前の節で議論した、M 上の弦理論に対応すると思われるGepner 模型の開弦の

Witten 指数と比較すべきものは、上の同値類の間の次のような内積である。

Ia,b := 〈R[a], R[b]〉 :=
∑
`≥0

∑
m≥0

∫
M

ch(Ra+N`)
∗ch(Rb+Nm)Td(TM) , (4.18)

Td(TM) =

(
H

1 − e−H

)r (
1 − e−NH

NH

)
.

m の和を実行すると、式 (4.18) は、次のような形に書き換えることが出来る。

〈R[a], R[b]〉 =
∑
`≥0

∫
M

ch(Ra+N`)
∗ch(Rb)

1

1 − e−NH
· Td(TM)

=
∑
`≥0

∫
V

ch(Ra+N`)
∗ch(Rb)Td(TV ) .

ここで、
∫

M
(· · · ) =

∫
V

NH × (· · · ) という関係を使った。これらから次のような

内積の表式が得られる。

〈R[a], R[b]〉 =
∑
`≥0

∫
V

ch(Ra+N`)
∗ch(Rb)Td(TV )

=:
r−1∑
c=0

δmod N
a,c

∫
V

ch(O(−a)∗)ch(O(−b))Td(TV ) =
r−1∑
c=0

δmod N
a,c Ic,b ,

(0 ≤ a ≤ N − 1 ; 0 ≤ b ≤ N − 1) .

この式は、式 (4.13)で定義される V の上の連接層の内積の形と同値類の取り方

から見て非常に自然なものである。またこの Ia,b は、差 (a − b) のみに依存して
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いるので Ia−b と書くこともできる。この Ia−b
2 は一般に対称でも反対称でもな

い。a と b を入れ替えると

Ia−b = (−1)rIb−a+N−r ,

のように振る舞う。これは、 c1(TM) = 0 のときのみ対称（r =偶数のとき）ま

たは反対称（r = 奇数のとき）である。次のように（反）対称の内積 Ia,b も定義

することが出来る。

Ia,b := Ia,b + (−1)r−1Ib,a

= Ia−b + (−1)r−1Ib−a , (4.19)

Ia,b = (−1)r−1Ib,a .

この Ia,b は特性類を使って次のようにあらわすことも出来る。

Ia,b =
∑
`≥0

∑
m≥0

∫
M

ch(Ra+N`)
∗ch(Rb+Nm)Td(TM) · (1 − e−c1(TM)) ,

=
∑
`≥0

∫
V

ch(Ra+N`)
∗ch(Rb)Td(TV ) · (1 − e−(r−N)H) .

さて、次に {R[a]} の双対基底 {S[a]} を導入する。Chern 指標であらわすと

ch(S[a])∗ =
r−1∑
c=0

δmod N
c,a ch(Sc)∗ :=

∑
`≥0

ch(Sa+N`)∗ , (4.20)

2A ルーフ種数を使って（反）対称な内積 ID
a,b と ID

[a],[b] を次のように作ることもできる。

ID
a,b :=

∫
M

ch(Ra)∗ch(Rb)Â(TM) ,

ID
[a],[b] :=

∑
`≥0

∑
m≥0

∫
M

ch(Ra+N`)∗ch(Rb+Nm)Â(TM) ,

Â(TM) = e−
1
2 c1(TM)Td(TM) ,

ID
a,b = (−1)r−2ID

b,a , ID
[a],[b] = (−1)r−2ID

[b],[a] .

しかし本論では、この内積については議論しない。
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となる。これらは直交条件

〈S[a], R[b]〉 = χV (S[a], R[b])

=
r−1∑
c=0

δmod N
c,a

∫
V

ch(Sc)∗ch(Rb)Td(TV )

=
r−1∑
c=0

δmod N
c,a δc,b = δmod N

b,a = δa
b ,

〈R[a], S
[b]〉 = χV (R[a], S

[b])

=
r−1∑
c=0

δmod N
c,a

∫
V

ch(R∗
c)ch(Sb)Td(TV )

=
r−1∑
c=0

δmod N
c,a δc,b = δmod N

b,a = δa
b ,

(0 ≤ a ≤ N − 1 ; 0 ≤ b ≤ N − 1) ,

を満たす。ここで、S[a], S[b] (a, b = 0, 1, · · · , N − 1) の内積を計算してみると

〈S[a], S [b]〉 = χV (S[a], S[b])

=
r−1∑
c=0

δmod N
c,a

∫
V

ch(Sc)∗ch(Sb)Td(TV )

=
r−1∑
c=0

δmod N
a,c (I−1)c,b =

r∑
c=0

δmod N
a,c

 r

c − b

 · (−1)c−b

=
∑
m≥0

 r

a − b + Nm

 (−1)a−b+Nm , (4.21)

(0 ≤ a ≤ N − 1 ; 0 ≤ b ≤ N − 1) .

前に共形場理論の立場から求めた交点形式は、

(IG)t
a,b = (−1)r

∑
m≥0

 r

a − b + Nm

 (−1)a−b+Nm , (4.22)

(0 ≤ a ≤ N − 1 ; 0 ≤ b ≤ N − 1) .

であったが、これは、式 (4.21) と符号（重要ではない）を除いて完全に一致し

ている。つまり我々が前章で求めた境界状態は、連接層の同値類 {S[a]} (a =

0, 1, · · · , N − 1) に対応しているということである。
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ここで求めた交点形式は、対称でも反対称でもなかった。式 (4.19)を（反）対

称化したものは、

〈S[a], S [b]〉I = 〈S[a], S [b]〉 + (−1)r−1〈S[b], S [a]〉

=
r−1∑
c=0

δmod N
a,c

 r

c − b

 · (−1)c−b + (−1)r−1

r−1∑
c=0

δmod N
b,c

 r

c − a

 · (−1)c−a

=
∑
m≥0

 r

a − b + Nm

 (−1)a−b+Nm + (−1)r−1
∑
m≥0

 r

b − a + Nm

 (−1)b−a+Nm ,

(0 ≤ a ≤ N − 1 ; 0 ≤ b ≤ N − 1) .

ここで、 〈S[a], S [b]〉I = (−1)r−1〈S[b], S [a]〉I である。式 (4.12) の（反）対称化し

た交点形式は、

IG = (g−1 − 1)r ,

Iˇ = (g−1 − 1)r(gr−N − 1) = (−1)[IG + (−1)r−1I t
G] ,

(−1)r−1(Iˇ)t
a,b = (−1)r[(IG)t

a,b + (−1)r−1(IG)a,b]

=
∑
m≥0

 r

a − b + Nm

 (−1)a−b+Nm + (−1)r−1
∑
m≥0

 r

b − a + Nm

 (−1)b−a+Nm ,

である。ここで (Iˇ)t = (−1)r−1Iˇ とおいた。

まとめると共形場理論での交点形式 (−1)r−1(Iˇ)t
a,b は、幾何学的な交点形式

〈S[a], S [b]〉I に次のように対応している。

(−1)r−1(Iˇ)t
a,b = 〈S[a], S[b]〉I ,

〈S[b], S [a]〉I = (−1)r−1〈S[a], S [b]〉I .

したがって、（反）対称化した交点形式が一致することから境界状態 |{L = 0}; M =

2a; S = 0〉 は、連接層 S[a]∗ に対応することが分かった。

形式的には、L 6= 0の共形場理論の境界状態もある連接層 ch(E) =
∑

a qach(S[a])∗

で書くことができる。（コンパクトの場合には [60–65]などを見よ。）
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第5章 離散系列

この章では、SL(2,R) の離散系列の表現からできる部分について閉弦の理論のモ

ジュラー不変な分配関数の構成、境界状態の方法による D ブレインの解析を行

う。この章の議論は、[72]に基づくものである。

5.1 一般の非コンパクト Gepner 模型

この節では、非コンパクト Gepner模型の離散系列のうち、SL(2,R)/U(1)のレ

ベルが整数のものを扱う。具体的には、いくつかの SL(2,R)/U(1) Kazama-Suzuki

模型といくつかのN = 2 ミニマル模型からなる模型である。このタイプの模型

は、ALE 模型 [73]や [59]で議論されている Seiberg-Witten 曲線を含んでいる。

ここでは、それぞれの SL(2,R)/U(1) の離散部分のみしか扱わないが連続部分

や離散と連続が混じった部分などがある。

5.1.1 閉弦の理論

ここでは、閉弦の理論を考え、その分配関数を構成しよう。ここでは、内部空

間のみを考える。ここで考える模型は、(
SL(2, R)Ň1

U(1)
×

SL(2, R)Ň2

U(1)
× · · · ×

SL(2, R)Ňř

U(1)
× SU(2)N1

U(1)
× SU(2)N2

U(1)
× · · · × SU(2)Nr

U(1)

)
/ZK ,

とあらわされるものである。ただし、K = lcm(Ň̌, Nj)|̌=1,...,ř, j=1,...,r である。こ

こに出てきているオービフォールド射影は、U(1) 電荷が整数の状態への射影で

ある。この理論は、２次元の N = 2 Landau-Ginzburg 理論でその超ポテンシャ

ルが

W = Y −Ň1
1 + Y −Ň2

2 + · · · + Y −Ňř
ř + XN1

1 + · · · + XNr
r ,

とあらわされるものと同じである。ここで Y1, . . . , Yř, X1, . . . , Xr はカイラル超場

である。ここでもベータ法によりモジュラー不変な分配関数を構成し、右回りと

左回りの組み方を決定する。
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この理論の中心電荷は、

c/3 =
ř∑

̌=1

Ň̌ + 2

Ň̌

+
r∑

j=1

Nj − 2

Nj

= r + ř +
ř∑

̌=1

2

Ň̌

−
r∑

j=1

2

Nj

,

と書ける。

ここでは、Calabi-Yau 多様体上のシグマ模型を記述したいので c/3 が整数の

場合のみを取り扱う。さらに技術的な理由から ř + r − c/3 が偶数の場合のみを

取り扱う。

この理論全体のモジュールはそれぞれの部分理論のテンソル積になる。このモ

ジュールの指標はそれぞれの部分理論の指標の積で次のようにあらわされる。

fa(τ, z) := χ̌
ˇ̀
1,š1

m̌1
(τ, z) . . . χ̌

ˇ̀̌
r,šř

m̌ř
(τ, z)χ`1,s1

m1
(τ, z) . . . χ`r,sr

mr
(τ, z).

ここで、χ`,s
m は、N = 2 ミニマル模型の指標である。ラベル a は次のように定

義する。

~̀ = (ˇ̀1, . . . , ˇ̀̌
r; `1, . . . , `r), ~m = (m̌1, . . . , m̌ř; m1, . . . ,mr), ~s = (š1, . . . , šř; s1, . . . , sr),

a = (~̀, ~m,~s).

ここで、(ˇ̀j, m̌j, šj) は、それぞれの SL(2,R)Ňj
/U(1) のモジュールのラベルであ

り、 (`j,mj, sj) は、SU(2)Nj
/U(1) のモジュールのラベルである。ベータ法を使

うために ~m 同士の間、~s 同士の間に次のように内積を定義する。

~m · ~m′ := −
∑

̌

m̌̌m̌
′
̌

2Ň̌

+
∑

j

mjm
′
j

2Nj

, ~s · ~s′ := −
∑

̌

š̌š
′
̌

4
−

∑
j

sjs
′
j

4
.

また、~m と同じタイプのベータベクトル ~β = (2, . . . , 2; 2, . . . , 2) を導入する。こ

のベータベクトルを使って、U(1) 電荷が整数という条件は、

~β · ~m ∈ Z,

と書ける。この条件をベータ条件と呼ぶことにする。

モジュラー不変な分配関数を構成するために fa のモジュラー変換性が必要で

ある。このモジュラー変換性は、

fa(τ + 1, z) = e

[
−

∑
̌

ˇ̀̌
(ˇ̀̌ − 2)

4Ň̌

+
∑

j

`j(`j + 2)

4Nj

− 1

2
(~s · ~s + ~m · ~m) +

c

12

]
fa(τ, z),

fa(−1/τ, z/τ) = e

[
c

6

z2

τ

] ∑
a′

Saa′fa′(τ, z),

Saa′ :=

(
ř∏

̌=1

(−1)A ˇ̀̌
−2,ˇ̀′̌−2

)(
r∏

j=1

A`j`′j

)
1

8N
e[~s · ~s′ + ~m · ~m′] , (5.1)
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となる。ここで、A``′ は、SU(2) の S 変換行列である。

これらの記号を使って、NS セクターの分配関数は

Z(τ, τ̄) =
1

2ř+r

K−1∑
b=0

∑
~̀, ~m,~s,~̄s

š̌,sj ,¯̌š,s̄j ,=0,2
~β·~m∈Z

f(~̀, ~m,~s)(τ)f̄(~̀, ~m+b~β,~̄s)(τ̄),

と書ける。この分配関数が実際にモジュラー不変であることは式 (5.1) を使って

確かめることができる。

この模型に対してもトポロジー的な性質を見るために楕円種数を調べよう。楕

円種数 I(τ, τ̄ , z) := TrRR[(−1)F qL0−c/24q̄L̄0−c/24yJ0 ] は、次のようになる。

I(τ, τ̄ , z) =
1

2ř+r

K−1∑
b=0

∑
~̀, ~m

~β·~m∈Z

I
~̀

~m(τ, z)Ī
~̀

~m+b~β
(τ̄ , 0),

I
~̀

~m(τ, z) = Ǐ
ˇ̀
1

m̌1
(τ, z) . . . Ǐ

ˇ̀̌
r

m̌ř
(τ, z)I`1

m1
(τ, z) . . . I`r

mr
(τ, z). (5.2)

ここで、I`
m = χ`,1

m − χ`,−1
m 、Ǐ

ˇ̀
m̌ = χ̌`,1

m − χ̌`,−1
m とした。この楕円種数が正しいモ

ジュラー変換性 [54] を持つことは確かめることが出来る。

Witten 指数は、 I(τ, τ̄ , 0) と書ける。この Witten 指数は、実際には τ によら

ない。

5.1.2 D ブレイン

ここでは、上で考えた模型に対する境界状態や円環振幅、そして開弦のWitten

指数について調べよう。これは、連続系列で行ったのとほぼ同じ方法で解析する

ことが出来る。ここでは、結果のみを示すことにする。

N = 2 超共形代数には、２種類の貼り合わせ条件（A 型と B 型）が存在す

る。[74]。どちらの場合も境界状態のラベルをα = (~L, ~M, ~S)（a と同じ形のラベ

ル）とする。

A 型の場合、開弦の NS の分配関数は、

ZA
αα̃ := Tr

αα̃,A,NS

[
qL0−c/24

]
=

1

2ř+r

NS∑
a′

K−1∑
b=0

(
ř∏

̌=1

N
ˇ̀′
̌−2

Ľ̌−2,eĽ̌−2
δ
mod 2Ň̌

−M̌̌+
fM̌ ̌+m̌′

̌+2b

)(
r∏

j=1

N
`′j

Lj
eLj

δ
mod 2Nj

−Mj+fMj+m′
j+2b

)
fa′(τ).

ここで N `
LL̃
は、SU(2) の fusion 係数である。
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A 型の開弦の Witten 指数は、

IA
αα̃ := Tr

αα̃,A,R

[
qL0−c/24(−1)F

]
= (−1)

1
2
(eS−S)

K−1∑
b=0

(∏
̌

N
M̌̌−fM̌ ̌+2b−2

Ľ̌−2,eĽ̌−2

)(∏
j

N
Mj−fMj+2b−2

Lj
eLj

)
,

(5.3)

となる。ここで S =
∑ř

̌=1 Š̌ +
∑r

j=1 Sj, S̃ =
∑ř

̌=1
˜̌S ̌ +

∑r
j=1 S̃j である。

一方 B 型の場合、開弦の NS の分配関数は、

ZB
αα̃ := Tr

αα̃,B,NS

[
qL0−c/24

]
=

1

2ř+r

NS∑
a′

(
ř∏

̌=1

N
ˇ̀′
̌−2

Ľ̌−2,eĽ̌−2

)(
r∏

j=1

N
`′j

Lj
eLj

)
δmod K
−M+fM+K~β·~mfa′(τ),

となる。ここで M = K~β · ~M, M̃ = K~β · ~̃M である。開弦の Witten 指数は、

IB
αα̃ := Tr

αα̃,B,R

[
qL0−c/24(−1)F

]
= (−1)

1
2
(eS−S)

∑
~m′

(
ř∏

̌=1

N
m̌′

̌−1

Ľ̌−2,eĽ̌−2

)(
r∏

j=1

N
m′

j−1

Lj
eLj

)
δmod K
−M+fM+K~β·(~m′+1/2~β)

, (5.4)

となる。

どちらの貼り合わせ条件の場合でも開弦の Witten 指数は、τ によらない。

5.1.3 例 — ALE 空間 —

この節では、上で考えた模型の例として AN−1 ALE 空間をあらわす模型のに

ついて詳しく調べる。この模型は、SL(2,R)N/U(1) Kazama-Suzuki 模型１つと

レベル (N − 2) ミニマル模型１つからなる [73]。

この AN−1 ALE 模型の楕円種数は、式 (5.2)の特別な場合として得ることがで

きる。特に閉弦の Witten 指数は I(τ, τ̄ , z = 0) = N − 1 となるが、これは AN−1

ALE 空間の (2, 2) コンパクトコホモロジーの次元 (N − 1) と完全に一致してい

る。AN−1 ALE 空間の (2, 2) 以外のコンパクトコホモロジーは、 0 次元である

ことが知られている。

開弦の Wiiten 指数については式 (5.3) と式 (5.4) の特別な場合として得られ

る。今の AN−1 ALE 模型の場合は、A 型と B 型の結果は同じになり、これは

AN−1 ALE 空間のミラーが自分自身ということと対応している。開弦の Witten

指数の結果は、

Iαα̃ = (−1)(S−eS)/2

2N−1∑
m=0

NM−fM+m

Ľ1−2,eĽ1−2
Nm

L1
eL1

. (5.5)
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−a
−b

b
a

0

図 5.1: 境界状態 Ľ1, L1,M = −1, S = 0 Ľ1 + L1 ∈ 2Z に対応するサイクルのイ

メージ。ALE空間をC3 内の xN +y2+z2 = µであらわされる超曲面としたときの

x 平面に射影した絵を描いている。点であらわされているのは方程式 xN = µ の

N 個の根である。２つの点を結ぶ線は 2-サイクル C−ν,ν , ν = b, b + 1, . . . , a, a =

(Ľ1 + L1 − 1)/2, b = |Ľ1 − L1 − 2|/2 + 1/2 である。図に描いたすべてのサイク

ルの和が上で述べた境界状態に対応するサイクルである。

となる。

式 (5.5)で、Ľ1 = 2とおいたときは [59]で提案されたものと一致し、AN−1 ALE

空間の消滅 2サイクルの交点形式と完全に一致する。特に、S = S̃ = L1 = L̃1 = 0

としたときは、AN−1 の拡大 Cartan 行列に一致する。

一般の Ľ1, L1 に対応するサイクルは、次のようになる。まず ALE 空間の 2-

サイクルを Cν , ν ∈ Z, Cν+N = Cν ,
∑N−1

ν=0 Cν = 0 であらわすことにする。こ

こで交点形式は、〈Cν , Cν′〉 = 2δmod N
ν,ν′ − δmod N

ν,ν′+1 − δmod N
ν,ν′−1 とする。また、便宜上

Cν1ν2 := Cν1 + Cν1+1 + · · · + Cν2−1 も定義する。

Ľ1 ≤ (N + 2)/2, L1 ≤ (N − 2)/2, Ľ1 + L2 ∈ 2Z, M = S = 0 であらわされる

境界状態については対応するサイクルを

γ(Ľ1,L1,M=0,S=0) = C−a+1,a + C−a+2.a−1 + · · · + C−b,b+1,

where, a =
1

2
(Ľ1 + L1), b =

1

2
|Ľ1 − L1 − 2|.

と書くことができる。一方、 Ľ1 ≤ (N + 2)/2, L1 ≤ (N − 2)/2, Ľ1 + L2 ∈

2Z + 1, M = −1, S = 0 の場合のサイクルは、

γ(Ľ1,L1,M=−1,S=0) = C−a,a + C−a+1.a−1 + · · · + C−b,b

where, a =
1

2
(Ľ1 + L1 − 1), b =

1

2
|Ľ1 − L1 − 2| + 1

2
,
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とあらわされる。こうすると式 (5.5)の開弦のWitten指数とサイクル間の交点形

式が完全に一致する。境界状態に対応するサイクルがどのようなものかを図 5.1

に示した。一般の M に対応するサイクルは、上のものを ZN 変換で回すことで

得られる。
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第6章 結論

6.1 まとめ

本論では、非コンパクトな Calabi-Yau多様体上の弦理論についてその Gepner

模型的な可解な共形場理論による記述を構成しそれを調べた。一般に共形場理論

による記述は、世界面における量子効果が非常に大きい点での記述であり、量子

効果によって幾何学がどのように変形されるのかが見えるという点で非常に興味

深い。また非コンパクトな Calabi-Yau 多様体の場合には、小弦理論のホログラ

フィーのという立場から高次元の共形場理論とその変形と弦理論の対応への応用

を目指してのものである。

非コンパクトな Calabi-Yau多様体の場合、その弦理論のスペクトルの中には連

続部分と離散部分が含まれる。一方Gepner的な記述には、理論の中にSL(2,R)/U(1)

Kazama-Suzuki模型という非コンパクトな模型が含まれていて、このSL(2,R)の

ユニタリー表現のうち主連続系列の表現が連続部分、離散系列の表現が離散部分

になっている。

本論では、まず非コンパクト Gepner 模型のスペクトルを決定するためにモ

ジュラー不変な分配関数を構成した。この構成には、スペクトル流を足し合わせ

るという方法を用いた。これにより、連続部分、および特別な場合には離散部分

のモジュラー不変な分配関数を構成し、スペクトルを完全に決定することに成功

した。

ここで構成した非コンパクト Gepner 模型ともとの Calabi-Yau 多様体をター

ゲット空間とするシグマ模型は見た目が全く異なるので本当に同じ理論を記述し

ているかを調べることが必要であり、そのためには連続変形で不変な種々の指数、

特に超対称性の指数（Witten 指数）を比較することが有効である。

この問題に対して本論では、閉弦の場合については楕円種数、特にその基底状

態を調べた。連続部分については、楕円種数は 0 になるがこれは、連続部分は

特異点の性質を拾っていないということであり、問題はない。また、楕円種数の

非自明な因子が、錐の底面の性質を反映しているという結果を得たがこれは、連
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続部分の波動関数が錐の遠くまで届いているという考察から非常に妥当な結果で

ある。離散部分に関しては、Calabi-Yau 多様体の特異点の消滅コホモロジーと

完全に対応していた。これも離散系列の波動関数が変形した特異点付近に局在し

ているという事実から妥当な結果である。これらの解析の結果は、非コンパクト

Gepner 模型が本当に Calabi-Yau 多様体のシグマ模型を記述しているという有

力な証拠である。

また、この非コンパクト Calabi-Yau多様体あるいは、非コンパクトGepner模

型における D ブレインについても調べた。古典的な Calabi-Yau 多様体のシグマ

模型の立場からは、D ブレインは、サイクル、あるいは連接層である。一方、非

コンパクト Gepner 模型の立場からは、 D ブレインは、境界のある世界面の境

界条件（境界状態）である。

まず、非コンパクト Gepner 模型について Cardy の方法を用いてD ブレイン

（境界状態）の分類、およびそれらの間をつなぐ開弦のスペクトルを完全に決定し

た。また、この非コンパクト Gepner 模型の結果と古典幾何学的なサイクル（連

接層）を比較するために、開弦の Witten 指数を比較した。この結果、連続部分

から出てくる D ブレインについては非コンパクトな錐状のサイクルをあらわす

連接層と完全に対応をつけることが出来た。一方、離散部分から出てくる D ブ

レインについては、コンパクトな特異点の消滅サイクルと完全に対応させること

が出来た。これらは、その波動関数の性質から考えて非常に妥当な結果である。

特にホログラフィーの立場からは、消滅サイクルに巻き付いた D ブレインは、

対応する場の理論のソリトンなので、そのスペクトルを弦の補正も完全に含めて

決定したのは重要な結果である。

6.2 今後の課題

まず記述的な問題として、離散部分において SL(2,R) のレベルが分数になる場

合には、まだモジュラー不変な分配関数が構成できていない。 SL(2,R) のレベル

が分数になる模型は、複素３次元の ADE 型特異点などの様々な興味深い模型を

含んでいるのでこれは、是非とも解決すべき問題である。

また、弦理論がほぼ完全に出来たので、これを用いてホログラフィーを調べる

ことも重要な問題である。特に場の理論が可積分系になる場合に、弦理論におけ

るD ブレインと場の理論におけるソリトンを比較し、対応を調べるのは興味深

い問題である。
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これとは別に最近、Calabi-Yau 多様体以外に G2 や Spin(7) といった例外的な

ホロノミーを持つ多様体上の弦理論や M 理論が注目されている [75–84]。これら

の多様体に関しても共形場理論の記述 [85–91] を使った解析は興味深い。

また、本論では SL(2,R)/U(1) の中の Dブレインについての解析を行ったが、

この結果を踏まえて SL(2,R) の普遍被覆である AdS3 の中の D ブレインの解

析 [92–105] を行い、これが AdS/CFT 対応の立場からどのように見えるかを考

察するのは興味深いと考えられる。
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付 録A 記号と公式集

A.1 雑多な記号と公式

記号の定義

e[x] := exp(2πix),

δmod N
m :=

1 (m ≡ 0 mod N),

0 (others),

δmod N
m,m′ := δmod N

m−m′ ,

指標の中で、

q = e[τ ] , y = e[z]

和の公式。m と N は整数として∑
j∈ZN

e

[
jm

N

]
= Nδmod N

m .

m,m′, N を整数として

N−1∑
j=1

sin π
jm

N
sin π

jm′

N
=

N

2

(
δmod 2N
m−m′ − δmod 2N

m+m′

)
.

A.2 テータ関数

Jacobi のテータ関数

θ1(τ, z) := i
∑
n∈Z

(−1)nq
1
2(n− 1

2)
2

y(n− 1
2), θ2(τ, z) :=

∑
n∈Z

q
1
2(n− 1

2)
2

y(n− 1
2),

θ3(τ, z) :=
∑
n∈Z

q
1
2
n2

yn, θ4(τ, z) :=
∑
n∈Z

(−1)nq
1
2
n2

yn.
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無限積表示

θ1(τ, z) = −iq
1
8 (y

1
2 − y− 1

2 )
∞∏

n=1

(1 − qn)(1 − yqn)(1 − y−1qn),

θ2(τ, z) = q
1
8 (y

1
2 + y− 1

2 )
∞∏

n=1

(1 − qn)(1 + yqn)(1 + y−1qn),

θ3(τ, z) =
∞∏

n=1

(1 − qn)(1 + yqn− 1
2 )(1 + y−1qn− 1

2 ),

θ4(τ, z) =
∞∏

n=1

(1 − qn)(1 − yqn− 1
2 )(1 − y−1qn− 1

2 ).

周期

θ1(τ, z + 1) = −θ1(τ, z), θ1(τ, z + τ) = −q−
1
2 y−1θ1(τ, z),

θ2(τ, z + 1) = −θ1(τ, z), θ2(τ, z + τ) = q−
1
2 y−1θ1(τ, z),

θ3(τ, z + 1) = θ1(τ, z), θ3(τ, z + τ) = q−
1
2 y−1θ1(τ, z),

θ4(τ, z + 1) = θ1(τ, z), θ4(τ, z + τ) = −q−
1
2 y−1θ1(τ, z),

θ1(τ, z + 1/2) = θ2(τ, z), θ1(τ, z + τ/2) = iq−
1
8 y−1/2θ4(τ, z),

θ2(τ, z + 1/2) = −θ1(τ, z), θ2(τ, z + τ/2) = q−
1
8 y−1/2θ3(τ, z),

θ3(τ, z + 1/2) = θ4(τ, z), θ3(τ, z + τ/2) = q−
1
8 y−1/2θ2(τ, z),

θ4(τ, z + 1/2) = θ3(τ, z), θ4(τ, z + τ/2) = iq−
1
8 y−1/2θ1(τ, z).

Dedekind のエータ関数

η(τ) := q
1
24

∞∏
n=1

(1 − qn).
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Dedekind のエータ関数と、Jacobi のテータ関数の公式

η(τ)3 =
1

2
θ2(τ)θ3(τ)θ4(τ), (A.1)

∂θ1

∂z
(τ) = −iη(τ)3, (A.2)

1

−iθ1(τ, z)
=

1

η(τ)3

∑
m∈Z

∞∑
u=0

(−1)uq
u(u+2m+1)

2 ym+ 1
2 . (A.3)

SU(2) 古典テータ関数

Θm,k(τ, z) =
∑
n∈Z

qk(n+ m
2k)

2

yk(n+ m
2k),

SU(2) 古典テータ関数に関する公式

Θm/p,k/p(τ, z) =
∑
t∈Zp

Θm+2kt,pk(τ, z/p).

Θm1,k1(τ, z1)Θm2,k2(τ, z2) =
∑

r∈Zk1+k2

Θm2k1−m1k2+2k1k2r,k1k2(k1+k2)(τ, u)Θm1+m2+2k2r,k1+k2(τ, v),

u =
z2 − z1

k1 + k2

, v =
k1z1 + k2z2

k1 + k2

.

Jacobi テータ関数との関係

2Θ0,2 = θ3 + θ4, 2Θ1,2 = θ2 + iθ1, 2Θ2,2 = θ3 − θ4, 2Θ3,2 = θ2 − iθ1.

テータ関数の恒等式

θ3(τ)4 − θ4(τ)4 − θ2(τ)4 = 0, (Jacobi’s abstruse identity),∑
s∈Z4

(−1)sΘs,2(τ)Θs+2a+1,2(τ)Θs+a,1(τ) = 0, a = 0, 1,

∑
s∈Z4

(−1)sΘ6+4a−3s,6(τ)Θs,2(τ) = 0, a = 0,±1,

モジュラー変換性

Θm,k(τ + 1, z) = e

[
m2

4k

]
Θm,k(τ, z),

θ1(τ + 1, z) = e
[

1
8

]
θ1(τ, z), θ2(τ + 1, z) = e

[
1
8

]
θ2(τ, z),

θ3(τ + 1, z) = θ4(τ, z), θ4(τ + 1, z) = θ3(τ, z),

η(τ + 1) = e[1/24] η(τ),
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Θm,k(−1/τ, z/τ) =
√
−iτ e

[
k

4

z2

τ

] ∑
m′∈Z2k

1√
2k

e

[
−mm′

2k

]
Θm′,k(τ, z),

θ1(−1/τ, z/τ) = −i
√
−iτ e

[
1

2

z2

τ

]
θ1(τ, z), θ2(−1/τ, z/τ) =

√
−iτ e

[
1

2

z2

τ

]
θ4(τ, z),

θ3(−1/τ, z/τ) =
√
−iτ e

[
1

2

z2

τ

]
θ3(τ, z), θ4(−1/τ, z/τ) =

√
−iτ e

[
1

2

z2

τ

]
θ2(τ, z),

η(−1/τ) =
√
−iτη(τ).

A.3 代数

A.3.1 OPE と 交換関係の対応

A(z) :=
∑

n

Anz−n−hA , B(z) :=
∑

n

Bnz
−n−hB

としたとき、

An =
1

2πi

∮
0

dzA(z)zn+hA−1,

[Am, Bn] =
1

2πi

∮
0

dwwn+hB−1 1

2πi

∮
w

dzzm+hA−1A(z)B(w).

A.3.2 共形代数

Virasoro 代数 (OPE)

T (z)T (w) ∼ c/2

(z − w)4
+

2T (w)

(z − w)2
+

∂T (w)

z − w
.

Virasoro 代数 (交換関係)

[Lm, Ln] = (m − n)Lm+n +
c

12
(m3 − m)δm+n.

N = 1 超共形代数 (OPE)

T (z)T (w) ∼ c/2

(z − w)4
+

2T (w)

(z − w)2
+

∂T (w)

z − w
,

T (z)G(w) ∼
3
2
G(w)

(z − w)2
+

∂G(w)

z − w
,

G(z)G(w) ∼
2
3
c

(z − w)3
+

2T (w)

z − w
.
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N = 1 超共形代数 (交換関係)

[Lm, Ln] = (m − n)Lm+n +
c

12
(m3 − m)δm+n,

[Lm, Gr] = (m/2 − r)Gr+m,

{Gr, Gs} = 2Lr+s +
c

3

(
r2 − 1

4

)
δr+s.

N = 2 超共形代数 (OPE)

T (z)T (w) ∼ c/2

(z − w)4
+

2T (w)

(z − w)2
+

∂T (w)

z − w
,

T (z)G±(w) ∼
3
2
G±(w)

(z − w)2
+

∂G±(w)

z − w
,

T (z)J(w) ∼ J(w)

(z − w)2
+

∂J(w)

z − w
,

G+(z)G−(w) ∼
2
3
c

(z − w)3
+

2J(w)

(z − w)2
+

2T (w) + ∂J(w)

z − w
,

G+(z)G+(w) ∼ G−(z)G−(w) ∼ 0,

J(z)G±(w) ∼ ±G(w)

z − w
,

J(z)J(w) ∼ c/3

(z − w)2
,
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N = 2 超共形代数 (交換関係)

[Lm, Ln] = (m − n)Lm+n +
c

12
(m3 − m)δm+n,

[Lm, G±
r ] = (m/2 − r)G±

r+m,

[Lm, Jn] = −nJm+n,

{G+
r , G−

s } = 2Lr+s + (r − s)Jr+s +
c

3

(
r2 − 1

4

)
δr+s,

{G+
r , G+

s } = {G−
r , G−

r } = 0,

[Jm, Jn] =
c

3
δm+n,

[Jm, Gr] = ±G±
m+r

A.3.3 アフィン Lie 代数

直交基底 (OPE)

Ja(z)J b(w) ∼ k/2

(z − w)2
+

ifab
cJ

c(w)

z − w

直交基底 (交換関係)

[Ja
m, J b

n] = ifab
cJ

c
m+n +

k

2
mδabδm+n

Weyl-Cartan 基底 (交換関係)

[HI
m, HJ

n ] = δIJδm+nmk,

[HI
m, Eα

n ] = αIEα
m+n,

[Eα
m, Eβ

n ] =


2

|α|2 α · Hm+n + 2
|α|2 δm+nmk (α = −β)

Nα,βEα+β
m+n (α + β ∈ ∆)

0 (otherwise)

,

[L0, Jn] = −nJn, (Jn = H i
n, Eα

n ),

[k, (anything)] = 0,
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アフィン SU(2) (スピン基底) (OPE)

J3(z)J3(w) ∼ k/2

(z − w)2
,

J3(z)J±(w) ∼ ±J±(w)

z − w
,

J+(z)J−(w) ∼ k

(z − w)2
+

2J3(z)

z − w
,

アフィン SU(2) (スピン基底) (交換関係)

[J3
m, J3

n] =
k

2
mδm+n,

[J3
m, J±

n ] = ±J±
m+n,

[J+
m, J−

n ] = kmδm+n + 2J3
m+n

アフィン SL(2,R) (スピン基底) (OPE)

J3(z)J3(w) ∼ −k/2

(z − w)2
,

J3(z)J±(w) ∼ ±J±(w)

z − w
,

J+(z)J−(w) ∼ k

(z − w)2
+

−2J3(z)

z − w
,

アフィン SL(2,R) (スピン基底) (交換関係)

[J3
m, J3

n] = −k

2
mδm+n,

[J3
m, J±

n ] = ±J±
m+n,

[J+
m, J−

n ] = kmδm+n − 2J3
m+n
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付 録B 有限次元 Lie 代数

B.1 ルート系

B.1.1 交換関係と Killing 形式

Lie 代数 g , ランク r、Cartan-Weyl 基底 HI , Eα, α ∈ ∆

[HI , HJ ] = 0,

[HI , Eα] = αIEα,

[Eα, Eβ] =


2

|α|2 α · H (α = −β)

Nα,βEα+β (α + β ∈ ∆)

0 (otherwise)

.

Killing 形式は、対称双線型形式 K(X,Y ), X, Y ∈ g で次の性質を満たす。

K([X,Y ], Z) = K(X, [Y, Z]), X, Y, Z ∈ g

Cartan-Weyl 基底では、

K(HI , HJ) = δIJ , K(Eα, E−α) =
2

|α|2
, (他は 0)

Cartan 部分代数を h ∼= Rr とする。ここの内積を λ, λ′ ∈ h, (λ|λ′) :=

K(λ, λ′) とする。h の正規直交基底は、HI であり、成分を λ = λIHI で定義

する。

B.1.2 単純ルート

• α の最初の 0 でない成分が正のものを正ルート。正ルート全体を ∆+。

• 正ルートでないルートを負ルート 。負ルート全体を∆−。∆ = ∆+ ⊕ ∆−。
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• 正ルートであって、2 つの正ルートの和に書けないものを 単純ルート αi。

αi は r 個あってウェイト空間の基底になっている。特に、正ルートは、正

の整数の係数の線形結合で書ける。

• 余ルート α∨ = 2α/|α|2 。特に 単純余ルート α∨
i = 2αi/|αi|2。

Cartan 行列

Aij :=
2(αi|αj)

|αj|2
= (αi|α∨

j )

成分は整数になる。

最高ルート とは、θ ∈ ∆ で、θ =
∑

i aiαi と表したとき、
∑

i ai が最大になる

もの。このとき、ai をマーク、θ =
∑

i a
∨
i α∨

i と書いたとき、a∨
i を余マーク と呼

ぶ。また、Coxeter 数 h =
∑

i ai、および双対 Coxeter 数 h∨ =
∑

i a
∨
i を定義

する。

また、ルート格子、余ルート格子をそれぞれ

Q :=
r∑

i=1

Zαi, Q∨ :=
r∑

i=1

Zα∨
i ,

で定義する。

B.1.3 基本ウェイト

基本ウェイト wi とは、単純余ルートの双対基底

(wi|α∨
j ) = δij

ウェイト λを wiで λ =
∑

i λiwiのように分解したとき (λ1, . . . , λr)をDynkin

ラベル と呼ぶ。

λ =
∑

i

λiwi ⇒ λi = (λ|α∨
i )

Cartan 行列は、単純ルートの Dynkin ラベル

αi =
∑

Aijwj

Weyl ベクトル

ρ :=
∑

i

wi =
1

2

∑
α∈∆+

α
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B.2 Weyl 群

α, α′ をルートとしたとき

sαα′ = α′ − (α∨|α′)α,

もルート。sα, α ∈ ∆が生成する群をWeyl群W。si := sαi
を単純鏡映とよぶ。W

は、si から生成される。w ∈ W を w = siisi2 . . . sin と書いたとき ε(w) := (−1)n

を w の符号とよぶ。符号は、単純鏡映への分解のしかたによらない。

B.3 有限次元表現

最高ウェイト |λ〉

Eα|λ〉 = 0, HI |λ〉 = λI .

最高ウェイトから作られる表現が有限次元ユニタリー表現⇔ すべての Dynkin

ラベルが整数で λi ≥ 0。このような λ を「優ウェイト」と呼び、優ウェイト全

体を P+ と書く。有限次元表現の性質を調べるのに有効なのは指標

χλ(ζ) := Tr e

[∑
I

ζIHI

]
.

である。結果は Weyl の指標公式として知られていて

χλ(ζ) =

∑
w∈W ε(w) e[(w(λ + ρ)|ζ)]∑

w∈W ε(w) e[(w(ρ)|ζ)]

この公式の「分母」に関して次の式が成り立つ（分母公式）。

Dρ(ζ) :=
∑
w∈W

ε(w) e[(w(ρ)|ζ)] =
∏

α∈∆+

{ e[(α|ζ)] − e[−(α|ζ)]}.

この式を使うと表現の次元 Tr 1 = χλ(ζ = 0) が計算できる（limt→0 χλ(tρ) を計

算すればよい。）。

χλ(ζ = 0) =
∏

α∈∆+

(λ + ρ|α)

(ρ|α)
.
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