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1. 導入 i 経路積分 と は

考えたい こと i 確率分布 みたい な もの
、

M : = RN s t = ( t.i.tv )

S : M → R
瑒」

「作用」 は 1 → x で 十分速く S → + x

1が と 同じくらいか それ以上

確率密度 ref
ゆ )

規格化 の定数

分配灥 翃
e
が

D が譙城
期待値 (相関関数 )
F1が 中 の 関数 (多項式 とか )
はゆ )に竑咖ゆ)がゆ )

( ちゃ ん と 定義されて いるが



場の理論 の ヤバイ ところ

が で は連続 に筯
例 : リーマン 多様体 X 「時空」

M に Map ( X.IR )

S : M → R 「

よい 」
も の

何が 「よい」 かは 後まわし

で 卿 で"
Dが歌が

こんなものが定義されるのか ! ?
物理屋 的 な 態度
。 とりあえず、 信じ て いろいろ 計算 してみる

。 困っ たら 考える
。

(すぐ 困る )
-

ここ で お話し したい こと 、

o どう 困るのか ⇒ 発散
「花理

」
os 伽 が素朴に期待 する性質

を 持たない
と対称性 )

「アノマリー 」



o アノマリー の 一つ の 見方 : 次元 の 高い 時空を考える
、

"

SPT相
"

ns Atiyah ・ Pat - Singer 指数定理

o APS指数 の 別 の 見方 ( Domain - Wall フェルミオン )

深谷英則さん 、
吉田幹雄 さん

、
松尾信一郎さん 、

大野木哲也さん
、

山下真由子坊( と の 共同研究 に基づく

弩礮
多成分 が リーマン 多様体

M : = Mapは 、 剛 咖薊仲咏
iii. N場 たが
、 ex

が

帆
ベクトル束 E → X

パッチ ごと に
、
各点 ごと に ファイバー方向 の基底 を とる

→ 上に 帰着



2. フェルミオン の 積分
Grassmam代数 (外積代数 )

( G .

. . .

. h から 生成 される 自由代数 )/( Oi Gtti )
関係
0. Oj = - 0, i 特に 日に 0 ※ フェルミ ・ ディラック 統計 に したがう

粒子 「フェルミオン 」 を定式化する のに

Oi
「
(フェルミオン の ) 場」

使う。

これの元 fa ) : 0 の多項式 の形に書ける
、

関数 っぽい
、

いちばん左 に出す

従人分 : f 1日 ) = fo +9 た がな ので、 ここ で止まる

品 f 10に f?
しかもは入ってない

積分 i foi .. G ( 気分 を 出すため )

☆ ガウス 積分
41,4て い

、 妙 を
、
43 . . .

.
4) から 生成 される

Grassmann 代数 を 考える
、

Ae Mat化 )
、
べ 成分

DID4 :馮 (di di )

⇒ 伽40神
げげ

= det A



3
.

1 次元 の 例
3.1 時空 と 場

さっき の が
、 もの で を 連紀た

。 時空 Y= 5
,

座標 x ER がつけ 2た

。 R→ S i

"

スピノル束" fiber

Rie
E →E : Hermitianlinebur.de
t

y U川接続 A ⇒ 各点 ごと に basis を選ぶ
⇒ ベクトル場 が )

は

ゲージ場 "

の e T( SPE ) 座標
、
basis がいた に 一 中に)

が ET(や畔 ) が 、 がっりがけ吠が
フェルミオンに する

○ 共 変微分 、

4 には
、
4で○

D 、
4は) = 94は) - IA は) 4 1つり

o 作用
伽40神

な のに
。約

SHEA) = H 物 iD 、 物

。 分配関数 ZA ) = (DID 4 だけ
が )ノー
det iD、

"



期待 する対称性

① て (A ) は 実数 Ei Di は エルミート ) T対称性

② E の ファイバー の basis の とり方 によら ない

が Y → Rに地 と 丫 なが ! !門AM → A
'
は ) = ADL) t たがり

いり ゲージ対称性

-3.2発散

ZA )も deti D、

"

?
きっと 固有値の積 だろう 。

一番文学的 に定義 され ている

iD、 加入 中 ⇒ i di + A が 入 中

⇒ た 中 = i ( A -川中
が では1郷 )で ) が

特に 加など徴が〇一が 入 加
= 一 中 1 0 )

"
に a

⇒ がいい )
-_- 1

固有値
a. 入 が E Zt を

入に は 9



ZA) =蒞が 藩が坳 発散する ! !
困る !

どう する か ?

正則 化 (と 繰り込み ) スキーム

Z = km 2、
Zn を 有限 に する

u.茘品 ( 2 が麓に黎るように
作用 S を 1 によらせる

問題 : たれで定義 した zは
、

「

くりこみ」

素朴 に期待する 対称性を持つか?

※ じ ) ゲージ対称性
Z は a の 関数 に書ける
a
'
=邾がい d = a +都 amdx

でいり ? ていた
Winding number



3.3 運動量 カットオフ
瑯崑が →

燕まで○
で荘齔器𣜌篇鬱にない

で飛iT = 2飛べば )

ら 有限積なので 順番 入れかえ放題

= 2点ががま ) = 2点が制
c無限積の公式

でた舞でベ =2 cosで

対称性 ?

① Good で e R

② NG で"を+1 ) = cosといい ) - cosa a =
-2%)

「
そもそも だ が a→ a+ 1 で不変 でない .

int
"

アノマリー
"



※ でない の 解釈

Iinnl本然閬上 の
「関数 ではない

が

非 自明 な 直線束 の 切断(
今 の 場合 d = RN 邸

いい
です (a )

o.fr?fa



3.4 Pauli - Villar s 正則化
入に 0 が ある と 2=0 MAO for YE2代 の場合を考える

dr が + im )できか ないが_な
f the internationales

aによらない

定数倍異なる
で 12 、

13 7 0 、
大きい。

1 1 +12-73=0 なら 絶対 収束_※啠 :::戴:げ '
へ、 t ^_^3

ntesd州 《 A に対し、

入r

riba によら ない定数 で鬱の嘿化

絶対 収束な ので
順番入れかえ放題

COSTA COSTLatin)でしか cosiuai.TT
(1→ N ) で

私 なして
→ 2105 た 9黽い ぜんたち

= 2 Costa e
で 9 はいけた

一

-

9 によら ない定数をかけ て落とす



Zhosicaefey
対称性 ?

① NG で は位相 で
"
がある

だが実では なかった

② Good でい ) = 2呍)

(運動量 カットオブ の Good SONG )

両方 いっぺん に保つ の は 無理そう . . .
.

.

アノマリーたいす
ーー

絶対無理か ? うまい 正則化を もっ てくれば
両方保てる かも . . .

見通しのよい 方法 が必要
"

アノマリー 流の
"

( anomaly inHow )
両方 の 対称性 を保つ かわり に 次元 を上げる



昨日 やっ た こと

が
、
ti.ili.lv で 生成 される Grossmann代数

FID4 悱 (di di )
は憓 たち は反交換する )

は叫 e高
が 「 ド

= dt A

i を 連続的 な添字 に する Y = 5
.

4にい 、

xeY

IN DID 4
D. 物 : こ た物でが物 =恋煨核
で 伽 4 で

似 「叫 "

= detiが 攝が
"

droit r
,

a=利然
① T 対称性 : Z は実数 U川 ゲジ対称性 : basis の とり方 に よらない

。

o 運動量カットオフ が

。 PV が

①
、

20 を 両方保つ スキーム は 「 アノマリー

・00

S = f (D.が t ・第 QD 、 中

torrentz.GR?TZx=ZxeitA+班



3
.

5 7
。

量𥫣などで
"が

C_w.TT

た薄:興礴第一の
「ガウス記号 」

もう ちょっと いいかげんな 求め方
。

2日顳器が器がsift
局所的な相纐 t

nw
tだ対称性→ な 無が やぶる

では "

に川 な (i sinh )
Intel
など

isのr

= ぼ と sign in
murmur

の 一般 に エルミート演算子 H があっ た とき
、
St 4

7 (His ) た 。囃
だけ (Res は十分大きい )

S について 解析接続 気持ち

7 (Hに 7 (H .
0 ) ← (笑 sign》 )

7 不変量527 5関数正則化
E

- En

祕がどなたながたな 豔らは清方 に幾



でにげり で
生では )

= I で +0に )

?
d

※
。 ここ まで 来る の に iD の具体形 は使っ て いない

。

⇒ もっと 一般的 に 成り立ち そう

。 7 ( i De ) =2 [a+ IJ - 2 a ( まじめ に 計算 )
d
eonet

正しい 計算 し 合っ て いる
。

。 たぶん 一般的 な場合 も 正統化される はず

。 Phase は スキーム に よっ て いる
「

ル (Artin )
2日 - F -

1 入が爾へ

⇒ では ぽりばまでの

ここは Phase に は寄与
でた な .it?T饠略

。 もっと 雑に zた details

と書く こと も ある
det ( i Di -iT)



3.6 アノマリー 流入
2 つ の 選択肢

- T 対称 性 を 諦める

- Uli ) ゲージ対称性 を諦める
。

実は もう 1つ の選択肢がある
。

- 1 次元 の 系 で ある こと を ジ

A

gixp も斃糶爕曲率 だは

Y : 今考えて いた S ' My = A (X
,
GA ) まとめ て X

4) ゲージ不変iney
と 書く

.

でい海で飯 F )

= に川 では弧が数F )
= : 1 ×

-

整数 )
。 UI ) ゲージ対称性 Good !

いけ対称性 ? 恥をでか ) + 光仁 が指数)
Good !

_
。
数蕤
- APS 指数定理
非整数

T破る T破る

か I
アノマリー が境界に ←

糶いい 時 ×コ
アノマリー流入 Y



※ Ix が 整数 である こと の 別証明

※ が
、

1 つ の パッチ ⇒ A は 1- form

弎 / F =秋
、
A = a

!トー クスの定理 での定義

で 7例 = [a+ ま ) - a ⇒ Ix 。

= 19+ I ) - a ta
晸算 = [at き )

EZGXUDIx - Ix。

her 澌 ,

F = ( GE)
X
" が

EZ

⇒ Ix = Int がGE )
EZ



アノマリー と は ?

対称性 の 非存在 -.- (教科書
、

この講義 の これまでの 話 )
は 新しい 見方

たい依存性がさつ
_

Zx : 次元 を 1つ上げて 、 対称 性 を すべて保つよう に した理論

(※ 古い 見方 では 分から なく て 、 新しい 見方 で初めて発見さ れた)
アノマリー が ある

。

X
"

: closed

今 の例 で 依存性 Tss

暑 =ではない jpg
ix.恥数 𣷹、 下 で傘下

nnrne

任意 の整数 を取りうる

⇒ た キ で の 場合がある

⇒ アノマリー が ある ! !

(例えば 4に は 1
.

4た川 がある理論 ではアノマリー はない )



0爾 へ
Y.no YA 蒁「

話 が𤎼方 に よら ない か ?

てど で 鬱



問題

な : 次元 を 1つ上げて 、 対称 性 を すべて保つよう に した理一
は何 か ?

- Symmetry Protected Topological ( SDT ) 相

開催。数
の例で (一 質量のある理論 )



4. スピノル
4.1 Clifford 代数
n > O 整数 が ( a = 1

.
.
. .

.
n )

関係式 がた 1
,
ray b -.- rbya

⇒ clitf.nl/代数○
既約覟 : 河 次元
の
一

行列で表す 方法 エルミート行列 に できる
非自明な部分表現なし 。

これが 重要な 理由 : SOM ) Lie代数 と 関係ある

yab _ では rbj

Spin (n ) = Ryab
ab

。ぽの線型結合 でできるベクトル空間 )簱関係で閉じ て い て Lie代数

Spin (m ) 三 50 (n )
Lie代数 の 同型



t.ie 群 Spin In ) に fap (高 wabが )lwabc.IR/e:Spin1n) → SOM ) 二 重 被覆
2 : 1

☆ China lity
n.偶数 の とき が = ( - iF p . . . M

がい がたが よ
、
お = 0

⇒ j の 固有値 = ± 1
、
それぞれ で " 重縮退

し1 11

Chirality
4.2 スピン構造

向き のっ い た
、

X : Riemann 多様体
で 主 SOM ) 束 <- 主 Spin崠

e
spin構造

懸兜に
、分ける 座標

、 敬 、
ご辴との正規直交基底をとる

が測っ n
、

と背がいい n

fm.in を 入れて 和を とる

Einstein の規約計量 dに たいいがが 、

n
たX の 正規 直交基底 な dab ピピ となるよう に

zedo.eeが出多脚場
M M 、

TX の Levi - Linia 接続 wib スピン 接続

ベクトル場 で の 共 変微分が (DN ) たじ +wib Vb
A

vii.



☆ スピトル束

S : Shiva × ピ : m = 2
町

、

切断 4なり
、

共 変微分 は 4た 4 でいた。 4つ
パッチ の 貼り 合わせ

せ!!嬲
~ スピン構造

43 Dirac 演算子
X : スピン構造付き Riemann 多様体 S → X :スピノル束

E → X : エルミート ベクトル束
、
構造群 G ( コンパクト 化群 )

E の 接続 A
4 ETCS の E ) の共 変微分

は 4 = 9 4 + で いない4.is#Dira
に礱子が ( SPE ) → のは E )

礐l 、 Mira

で鑽が○



これまで の 話 の流れ

( 1 次元 の例 で )
の 経路積分 (無限 多重積分)を考えたい 、

t

ば撒
t 正則化 (くりこみ )

有限の値 が
.

でも

l
しかし、 対称性を保たない !

"

アノマリー
"

なことなく
、

2 次元 を 用意 する と
、 OXJ

対称性 を保つ ものができた
y

などに叛た に川 で
は弼學
が指数

「
これは 一体何 か ?

domain.ua フェルミオンの 分配関数
なぜ APS指数が出 て 来るのか

FFMOYY
Indaps姍 」のは ( D + Mk) )

で 7は ( D -M ) )



5 2 次元の フェルミオン
5.1 場 と 作用

X : 2次元 Riemann mtd スピン構造付き

S → X : スピノル束
E → X : エルミート 直線束

の X : closed ,

mas less
A : E の U川 接続 ⇒ AS Index

4 E T ( S@ E ) の フェルミオン @XidIP.mass less
IE NaEA ) i

⇒ APS Index

作用 S =ドっほ げ D 4 3011 : closed ,
massive

⇒ AS inda

期待値@XidXtP.massive-sAPSindexlT4.F)が / DID 4 F 14,DES オ チ○

( 分配 関数 は 0 かも しれ ない ので 、
規格化は考え ない )
←

5.2 Atiyah - Singer 指数定理 に 質量がない
"

Iclouds 、 さっき の設定 S =郷ほどが
VII)A (軸性 Uり ) 変換
4 → 4に どな 4

,

4」 にだな

が定数

で 作用 は不変 ( FD = -DJ を使う )

積分 ( DID4 は ?



Fact : UI ) ゲージ対称性を保ち
、
UM を保つよう な

スキーム は ない
。

VII) A アノマリー

どう 変わる か ?

( DI ' D 4 ' fDID 4 J
〈 F 14, 4 D = J < F (ど げ ) >J を 求め たい ( の 式が 〈 〉 の 情報が得られる )

答え j.ee?idInd(D) (※偶数次元 なら いつ でも 成り立つ )

Incl (D ) int - R
,
ne : dim (Kerも「 ) の Ker D )な指数地畑 火嶽𨷻
一躍

これの説明

が の 固有値
、 固有ベクトル を 考える

(がら ) = 0 ⇒ J と か は 同時対角化可能

D が 反エルミート ⇒ BE O

の 固有値 ・ 入ら €0 の場合

がutn -_-が Utn
、

8 Utn = t Uy 反対
だっ た と し て 、 同じし」 として,
U -n: = が Dum ⇒ が U- n =が U- n

,

Tu - n = - un



iii.鬱鬱熱に筋㸅で、晋
chirdty t -

0② 蠼変 きた ( かww かつに 0が 幡
D Wti = 0 , j Wti = t Wti 、

i = 1 、

一

、 NH
で

へんい

Dm iw.TW- i = -Wi
,
i = 1 , -.- 、 二

4. か を 固有ベクトルで展開 、
正則化 入ら く べ

4 = 言 (Gn Utn tc.nu - n ) 十 書btiwtittbiw.it?C+nu+itEnutn)+t5tiwitY5.iwi
麟颼が成安県裟:湛:湛が

禰
n inert→不変

𩊠慧噉て礜
明炎で 炎 :𠠇だ劄

-2は Int - M - )
DI

'

D 4
'
= DID 4 e ini

i = Incl (D )
カットオフ A によらない



指数定理

玔 ( 1礐物理の計算でも 知られ て いた

5.3 がは 1硎に 行い 指数定理
-

境界 のある 多様体上 の フェルミオン を 考えたい 。

X : 境界 つき コンパクト Riemann 多様体 .

2次元

OX = Y .
あとは前 と 同じ設定

罒
境界条件はどうするか ?

☆ 物理的には 次の よう な もの を 取りたい 気が する
( d . Open super string )

m. Y の 法線ベクトル
Y 上 で naが 4 = 4

8 8 =がよ

( あるいは naが 4=-4 )
⇒ 局所 性

、
ユニタリー 性

しか し
、 UI ) A は存在 しない

.

D 4 = 0 は 決まった Chim

- 指数 は 関係ない
を持た ない 、



☆ APS 境界条件 ⇒ 指数が考えられる
ー

がる盗
だ。 ゲージや円筒状 に ちょっと だけ のばす
ww

D 4 = 0 ⇒ 024=134,13=-8ば D ,

[
2晏とが 4 Ker を屣 だ なが増える方

APS 境界条件

一紀 が

[ J . B ] = 0 ⇒ 作用 に Uih 対称性あり、

Dが 0 の 解 は決まっ た chirahyを持つ。

( しかし 、 物理 的 に は よく ない
。 1 13 1 が非局所 的 )

この とき の Dirac演算子 を Daps と書いて おく

APS 指数 Ind ( DAN ) ここ にいた

APS 指数定理

払川刷 で
、學



なぜ前 に 出 て きた 1 次元の系 と

APS 指数定理が関係あるのか ?

o
境界 が 1次元

境界 に局在 するモード なし

2 次元 の bulk で 簡単 に 励起 できる ( 質量なし )

1 次元 の 系 に近づける ために
2次元 の フェルミオン を殺す必要が ある

質量 を 入れる !



6 2 次元 の domains Wall フェルミオン とAPS指数
6.1 質量

S =魋 は 4でDi M) 4 M : 質量
-

ER

1M| を 大きく → 何 もない 空っぽの理論
。 分配 関数

で𦹀固有値
が噐〇

から甾川 の

気や A の情報

※げ人 の は 、
こい〆いが

へ 消える !

○ 相関 関数
M

○発 〈 物 4で ) 〉 、 e
- 1 14 1 外で 1

- 0 訓が火炎金 )
〈 4 いい ) 4石に ) - 〉

= (2点 関数の積 の和 ) ( Wick の定理 )
- O ' ×

* ×○任意 の 相関関数 = 0
× ×

空っぽの理論



しかし
わ 。 と M < 0 で は

"

何 か
"

が 異なる

「

異なる SPT相 に ある 」

6.2 質量 の ある フェルミオン と AS 指数

質量ある → Uは なし ⇒ AS指数は関係ない?

鼺鱲籬砦籬闞贒昇、酬

分配関数
Z (X . M ) = 1咖4ES.detliD-iMIe.CI

3相 ) a相 )
det ( ID - i 1 )

M > 0 . と M < 0 の違い ! ? 咽○×

( 異なる SPT相 に ある ) Ee
(M > 0) 13相コメ
を火器 = 袋 !礜) 2 つ の やり方 で考える

① Uは 変換
4に は「

4
,
I ' = Feiな

⇒ 474
'
= I では 4

が 基 と する ⇒ I ' げ こ - I 4

MI'4'-1444



S (4
'

, TM ) = 5 (4 , T -M )

VII)A アノマリー

が 1) 4
'
= DID4 0

で 職 ( D )

な匙!:鬱::::癯:ii
= ei 圸 (D) z ( X , - M )

⇒ ZK-M.ee
2 KM )

と
だ Ind CD )

②
鬱 !.itH. i = T (DtM ) エルミート演算子

v

Ht :なが川
) 比較兠黎::鱰:歯製if

' を 𦥯エッドで 1でい

_

-7例 )



予想 さで 1-) - In (H。 ) 三 Incl (D ) mod 2

実は 、

もっと 強い 関係が成り立つ

上でい 」 の川普
質量のあるフェルミオン とAS指数の関係

証明○ H
、

= F (Dt M)
、
FD = 一は

⇒ DH - -_- HD 籮) の対 1 対応
H.た が +1い て げ

ち ker D にある とき のみ等号

H. 中 = 入 t.IN > 1MI

⇒ D 中 も 0
,
H- DP =

一入 DP
.

D 中 は 固有値 が の 固有ベクトル
tf

でいた論が𦹀
、

前は
ss 有限和

7 (H. に 7 (H . . 0 )

= を sign X = Ind (D )
釦の中 8
いとが成り

H- ker D = MJ

同じ 議論 ⇒ 7 (Ht ) = 一 Ind CD ) 豳



6.3 domain.mil フェルミオン

前 に 考え た 1 次元 の フェルミオン を実現 する 系

-
メ、湘 小 㗅

、

仏

Y

X. て
"

にソ

仏 で 、※
SDw 派には 4でDti M km ) 4」 ( M > 0 )

Zmt何み ど狐 = 袋! 」礜,
ニ 製臖,

HDw : こ よ ( Dt Mk)
、

Hpv : = NDA )
エルミート エルミート

o ZDW は 実数 → T 対称性

。 いいだ対称性保つ

。 Yに 局在 した 質量のない フェルミオン ←
HDW の スペクトル

一、吼フェルミオン は
、 前 に 考えた 1 次元 の_砒産

で""
T 対称性 、

U ) ゲージ対称 性を保つ 正則化 (M .
1がカットオフ)

と
これの説明



HDW の固有値
n iD 、 の 固有値 固有関数

M
- 1

-_--_-
-_- M螻 唯-.-

-.- -_- -.-

X Y Xt
_ µ wnt

nfra Yx R

Yx R で Wi 0 9
Aで 0 ゲージ tt

固有 関数 の 固有値 µ
Y

H Dw カジ 中 ⇒ (がdtが D 、
+ Mkはµ )が

変数分離可能
iD 、 u にい ) = 入 u川 、 中 =和) UK )

⇒ f
'
= (は 、 Mkは)にµ i み ) f _ が

ステップ
入 二 µ を 示す 。

① Yでの不連続性 ⇒ の flo) = t flo)

② が 0 で 和) = exptiwmftt つに ) flo)

①
、

20 ⇒ な川 = tf は2 )

③ 凶 ⇒ に M



6.4 DW フェルミオン と APS 指数

c

メ、湘 に目?一風う
?が
無げ dett Ht な ( D - M )

det Ht
r
実数

I | 4器刈 で 1 IDW

(鷲韜は整数を籬兜
で州

さらに

) は 前 Z と し 少く とも位相 は ) 等しい だろ う
、

IDW 三 Ind (Des ) mod 2

2 1+ 上 Dirac 演算子
APS境界条件 を 課したもの



実は もっと 強い 関係

珈 -_-礐
※ 証明は論文を 見 て下さい 、

※ AS の場合 のような 簡単 な証明 はない

AS DH . = - HD が 効い て い た
、

APS D HDW Y - HDW D


