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1
.導入

☆ 対称性 とは ?

場 の理論 で対称性 とは何か ?

たくさんの 答えがありうる
そのうち 3 つ

① 場 ゆ
,
作用 S ($ )

変換 $ → $ で S($ ) = S (か) となるもの

② Hamiltonian i

(反 ) コニタリ ー 演算子 でで HO - OH となるもの

③ トポロジカル欠陥 (後 で )



①
.
② の 不便な
～

大域的 な記述 である
① 時空全体 で 一斉に 変換 しなければならない 。

例 : 2 次元 の共形対称性 ? ? (知ている人向け )
複素座標Z → f (z)正見則
メビウス変換以外は 1 対 1 ではな皿

変換ではない ! ?

② T = { d" To 0 → 空間全体にひろがる
U :
→ 巨大な演算子

(大域的対称性だけど )

局所的 な 記述が望 ましい

④連続的対称性、 無限小変換 の場合
ョ

J
^
(x ) µ J

"
) = 0

局 所 的 !!
。



離散的な場合

③ ( 内部対称性 ) トポロジカル 欠陥

A 対称性の使い方 の例

② の記述 量子力学 で

命題 U
,

√ : コニタリ
.

H と 可換
UV = a UU ,

a : C数
,
at 1

⇒ すべての 準位 ( 特 に 基底状態 ) は
縮退 している
'tHooft anomaly matching )ondition

ヨ
14 ). 1十 14) = E 14) .縮退なしと

HO 147 = 0414 >= EO 1>/
U 14) もエネルも E の 固有状態

w丫
U 14) = U 14) U

E
¢ , lul = 1



同様に aVE ¢
,
Iv = 1

√ 14) = v 14)

UV 14) = aVU 14) = auv 14>
リ

Uv 147 atl ⇒ 矛盾
肉

( 1 × 1 行列 は 非可換になれない )

この 命題 O . Vがユニタリ ーでなかたら ?
(対称性 ではない )

似たような命題が成り 立っ ! ! → 使える
「非可逆対称性 )

一般化対称性 :

H と 可換 ( ⇒ トポロジカル )

他 の条件 はゆるめても 結構使えるる



X Eucdidean の 定式化

Lorentzian の 理論 とは 別 の 「Eudidean の理論
を考えているわけではない

「 理論 」 は 同じ 定式化考えやすい量 が違う

例:Tr e
- BH

= fD$ C
- SE (か )

Euclidean,時間方向周期 β

* 演算子 関係式
× 7( (

例 : µJ
^
lx ) = 0 ～

量子論 で
↑ 略記

^

かう(u

( 〈 @ J^(x ) O, (x. ) … W(C ) . ) = 0

)っしは ^い… ,
C , … .(他 の演算子のささているところ )

とは 異なる

例 ①Vak =

ein ith"
C の 内偵りには

く Uα (( ))… ) =
Cα くゆ () … > 入ていない

wん任意 ーつ←
同 じ 任意



2
.
対称性 と
トポロジカル欠陥

☆ 欠陥 √"
d 次元時空内

,
他のところと 性質が異なる

dim (次元 )
-

codim = d -dim )
異なる部分 の次元

ー相互制限: 作用 は局所的 ～
離れたところが直接相互作用

広 い意味の
「

演算子」
することはない

例 : 局所演算子 ( 0 次元欠陥)
メ∴ Lagrangian に 出 てくる場の汎関数で
書けているものも 書けていないものもある。

。 ゲー ジ理論 の Wilson loop

長 Pexp ( iPA )

X 欠陥 は動的 な 物体 ではない



☆ 対称性とトポロジカル欠陥 その 1

。 トポロジカル 欠陥 = 連続変形で値を 変えない
欠陥

～ = 同じトポロジ
連続変形√

やること

② HU - UI と ④ QJ^= 0

儿

③ トポロジカル欠陥

d 次元場 の理論
、 連続対称性 の場合肉

U - eixr
,

Q - {5 O- - iS空間性 Jd
'
d:

= ij ' o
* Euclidean 形式 で 「エルミ ー ト 共役 」

は気をつけなければならない
Heisenberg ぽい演算子
O (に 1 : = C

τ i Ve
-
cn

改対称性だから



巳
Euclidean path integral

1P =

～Up

一般化。

M : 向 きのついた codim I surface

U (M ) : = Ci
αQ (M )

Q(M ) : = - i
µ

ds
.
Ju ( = - iS

µ
; )

j :

=
武 りIE µ.- "µd JMd

2つの codim I M
,
MI x dxu ' n ndxidy

S.t . aD OD = MOC- MM
'

の
向 きを 反対にしたものの

.
?

.ワ1
⇒ Q(M) = Q ( M'

)
( ∵∂ (M) - Q ( M')

= - iSpd( & JM = 0 )
U (M ) = U (M

' )
( 特にトポロジカル )

こういう U (M ) (単にトポロジカルより強い条件 )
「対称性欠陥 ) U o

∂ ( -M ) = - Q (M ) ↓= 氷
U (- M ) = : ULM )



四 局所演算子 への作用
O ()局所演算子x = [ ”. τ )]

UOp, OT = O 'lx) (**量子力学の教科書と 異なるonvention )
い

学? × o,

((

T ( U (M . ) O (-M . ) O) )
“
time ordered product 亡コ

(
( T ( U( M ) O ) ) M : = MIU [-M2 )

cx と 同時刻には挿入 なし
COIT ( U (M ) O ) … ) 10>

= LOI T ( O ',… ) 10>
止

( U (M ) O…) - [O ' ()〉

を U (M ) O (x ) = O'(x ) と 書く
、

WTid の

'Onい U (M)
= ^

O '() 有限変換への 一般化
ー



↓ 実際 α :無限小

( 1 t ixQ (M ) ) O} = O'0)

i αQ (M ) O ) = O '%) - OP) = : α DOCx )

L↓ Q (M ) の定義

{udSµ J
^
(y) Oo ) =O) = {ply δ(-y )OOL)

= {pd%( dnJ^(y ) O)
O

µ
J
^
(
Y)O () = δ(x- y )OU )

wTid (Yは他の挿入 と

重 ならない )



☆ 対称性とトポロジカル欠陥 その 2
四

① から 通常の WTid を 導 くのと 同 じやり方

G : 群 , gEG 変換 $→$ g

S ( $8 ) = S ($ )

“

ゲージ 変換 ” ⑧D
$(() = $8 () xED 乙

1 $ b( ) x 4 D D : 領域

Z = { pt e
- S ($ )

= (pか e
- s (か)

↓ 文字を 変 える

↓ 代λ

- ( D中 e
- S (か) (測度は不変を仮定 )

Sp
. g
($ ) : = S (か)

一般に SD
, g ($) キ SC$ )



しかし 異なるのは OD = : M でのみ

外部 : $= ゆ
内部 : 対称性なので ①

.

Ug- 1( M ) : =
CS(カか - SD.g ($ ) M

^
M上 に局在 “対称性欠陥 )

2 = fpbe
- s(か

Uge (M )
両辺 そ

< Ug+ (M ) 〉 = 1

。 D の 外 に他 の演算子が 入っていても 同様

〈 Uge ( M) … ) = く …)

Ogilmy = 1

M = OD .)



肉 演算子 への 作用

Z 《 O )… ) = { D$ Op) … e
-s( )

さっきと 同じ
xED

… 4 D = JD $ 0 p) Ug" (M ) … C
- S(カ )

儿Qx ^

e

メ

止

く OP) … ) = 〈 Ug( (M ) OgA)〉

O) は
“局所演算子

,
AgGG なので

文字を 変 える

⑩" =
×

081a)
Ug (M )

Oalx ) : すべての局所演算子 の 基底

OGy= b ( () R (g)
b

a

R (g ) : G の表現



背景ゲ ージ場

簡単のため) 連続対称性

背景 ゲー ジ場 A

S ($ , A ] : S ( $
,
A = 0 ) = S($ )

Z (A ) = {pte
- S ($, A )

ゲー ジ 変換 (ゲー ジ不変性 を仮定 )

Z (A , =SDbe -sPA7

①= Z (A ) A =6C で D

さ 。まのゲージ変換) e

ただし、
⇒

～
M 上 に δ関数的に.F = 0 ⇒ F

1
= 0 \ C

局在
*

flat
" eisd =gp

D

対称性欠陥 の配位 ⇒ flat な背景ゲー ジ場

逆に
flat な 背景ゲジ 場→ ゲ

ージ変換局所的 に A = 0
i

A =0⑩ 卜
A=0 0

c A か“局在 !。 ～
→ ! A =0



ーAがすm peifct- 1 ⇒ Peie.A - PeiSet
= : g⇒ 対称性欠陥 Ug ( )

flat な 背景 ゲー ジ場 の配位

⇒ [ジャンクションを 含む )対称性欠陥の
配位

ジャンクショントポロジカル
?①' Wilson loop = 1 L

≤ahへ ⇒

i



Isingの spin flip の例

弎
ー

各サイト 自由度Aik i = 0 , 1

各 リンク ( ij ) に 相互作用 K (- 1 )aitaj

て = exp ( K ,( -
1 )
aita; )

とすべての 配位についての和

spin flipai →Aitymod )

a'i = faitl
icD

二
" L

ai i 4 D 邰ー

D
T

] ☆ は成立

< ij >リンク i
, jtD

,

i
, j ¢ D ⇒ 相互作用 は不変

境界
= exp ( - k (- ijaita

; )や



前 と 同様に σ :: = [ - 1 jai

① ×σ
i

o ゲー ジ 場 の 配位

各 リンク ( ij ) に Bij= 0
, Λ

flat ⇒ すべての plaquette ロleijkl)

Bijt Bikt Bket Bei = 0 mod)

ゲー ジ 変換
パラメ ー タ : 各 サイト i λ i = 0 . 1

Bij → Bij t λ it λ ; (mod 2 )

ai → ait λ i (mod 2 )

結合 : リンク <ij >

exp ( K (- 1 )
aita; + Bis)

0 対称性欠陥 flat な B の 配位
⇒1 ) 十 欠陥 と交わるリンク B'

j

=
1 . それ以外 Bij :o

回 plaquette : 必ず出て 入る ⇒ 偏数個 B=1

⇒ flat



☆ 対称性欠陥 のまとめ
普通の 対称性
VgEG ,

M : codim 1
,
向きのついた部分多様体

→ Ug (M ) トポロジカル欠陥

。 群構造

↓瘳%
.

= ↓
gu

U . = l 自明な欠陥し )

十 = p
Ug Ug- y

。 局所演算子 への 作用

a '

OnRtg)'
。

b

Ug



☆ 一般化対称性

普通の対称性 → トポロジカル欠陥

ノ A飛Z 彡'么么0 「一般化対称性)
と 呼 ぼう !

o codim ↑ ⇒ codim ptl
"

p - form symmetry
"

\

P -形式対称性

。 群構造 ⇒ 群構造なし
"

non - invertible symmetry
"

非可逆対称性
かけ算

,
単位元 あり 逆元なし

(fusion ) (自明な欠陥 )



3
.

2 次元 Ising模型
っやること

- 2 次元 Ising spin flip 《対称性
① Uゲージヒ

Isiug /60 ← 双対
ョ

42大域的
- Kramers - Wannier 双対性

⇒ 非可逆対称性 の例

☆ 2 次元 Ising と 42ゲー ジ化

Ising 模型

ZIsing 山 exp (K ) (
-

1 )
aitai )

spin flip li → ait 1 imod 2 )

K Spin flip の ( トポロジカルな ) ゲージ化

さき 導入 した背景ゲー ジ場 のすべての 配位 を
足しあげる

IIsig/π。
=
↓ 歳S(exp(

K )( -
1 ) aitaitbisl

v
2

→ mod 2
ゲージ体積

× metteδb . tbatbstb4, O ×拘束
い 2343



。 ゲー ジ体積 : それぞれのサイトに λ i = 0, 1 の 2とおり

→ 2
v

。 物拘束 δ
m問 ここ 0 b = mod2

{ I b = 0 mod 2

= 1 im exp(求 ( ( _) - ) )
g→ o

Wilson の plaquette 作用で弱結合極限をとったもの

肉 ゲー ジ 固定
flat な b の 配位 が与そられたとき 、

小 水がけ。 垂真☆ぞれに " :Sの 逆 ぶ□.

. ……← " n":"nにい
。だー ソ:ダに

) ゲージを 選ぶ

be = 0 421 , L :対称品
) 4通りの 可能性

( be ,
bec ) = (0 , 0 ) for li ε liloorr

εh

( 1 , o ) l 2 ε Lz
( O , 1 )

( い 1 )



(0 , 0 ) ⇒ □ (

10 ) * □

(0 , 1 ) ⇒ 由 ( 1 , 1 ) ⇒ 士

4) 残っているゲー ジ対称性
λ i = 0 for all i

λ i = 1 :

止

Iising/:
= I ( D + D +□←□)1 十

Xノ
ゲー ジ場 に 関 しては 格子 の細かさに 関係 なり

”

→ 連続理論に拡張可

string とか CFT に 出てくるorbifold

熱力学的な量 ( 自由 エネルギー密度 とか )。

は Ising と Ising/2 で 同 じ



D 双対対称性
: 2次T QFT

、

G ( abelian, 有限 ) 対称性 アノマリー な大域的
(ゲージ 化可能 )

命題
) π/G はアノマリ ー のない G 対称性がある

G : = { G の 既約表現 } GzG (カノニカルな同型はない )

① でアー ベル群になている Gの電荷」
全

体

2R ) TIGIG = T

) T /G⇒ Wa(c)asGWilson l0op
irrepl )

はトポロジカル
次器:Gts

群構造人! b 1
③ の意味で( ) 対称性



)
2T1

G = :広 ヶ.
エ

て1G =店..1
.

=店
a. b ε G

G の 既約 ( 1 次元 )表現 に次元 なので

Xa : G → UL) 表現行列 = 指標し

Xa (a) Xa (b ) = Xa (atb )

Xa (a) xi (a) = Xats (a )
IG 1 = 1 G 1( )一般 に

[b) =) δn ,o

例 : 0G =={ o . 1. " , N 1 }

G
=

XN= { 0 ,1 ,- , N- 1 }

Xa( b ) =eab



= Xila) Xilb )Iの
四や Xla1 = 1al 8n0

~

長
Xa ( 6>Wilsonloop キロの部分

\ 1 )B
ー

= 1 G 1δb015 , ー

。
← リンクがぜんぶ b

IT1G1G “ 匠品 lal 'δ a .o δ no
= □= Z7

T/G / G = T

* 時空が 一般の 閉 じた Riemann 面 の場合
Ʃ

ZT/a /G =*ZEN N : = 1 G 1

Ʃ の Euler数
= 2 - 2 g = V - E ± F

σ ジー ナス (頂臨#
形辺面



→ Counter term を 取って 吸収できる

ZTlanew = π
X

IT/G
,
いままでの

NX = exp (核 で loyN 一彦 ぎ lgN
+号ケット

学 logN )
局所相殺項で書ける( )

* * G がnon -abelian の場合
。

T/G 理論

。 Wilson l0op はトポロジカル WR (C ) R : 既約表現
しかし 、 ① で群になな

⇒非可逆対称性 ) の例 Rep (G )



少 KW 双対性

命題

µVtZIaiy 1 k .(k) = 応☆K と R の 関係 sinh 2ksinh 2k = 1

。 有用 な 公式
δmo : =

O ,
b= 1mod )

{ I
,
b = 0 (mod 2 )

= 長。
,
,
(

-1 ) '
b=≡ ( 1 + ( -1 )

b )

= 長 。, e
π ich

% (a9 . P にCp =0 , Λ の 自由度

ZIsing/4.( K )
= 流 i的.age ^p ( K ( -) aitaitbi

;

+π i, Cp( b tb
tbtb ) ]jke'

s jk ke ei



誕
Z : ZIsing /4. (K )

ゲージ 固定 ai = O

=主衣者 e×p / K 裁 (- )
be

+π i Ʃ Cp (bij ) ]
p - <ijke)

引 を 先 に評価

1 つの l に 注目 → 2 つの plaq に接 する

回qk
Z= 荒 Ze

Ie : : , exp (
K (-1 ) ) π ib

= ek ( -1 ) e
- k

= 2 cosh k ( C = 0 )

{
2 sinh K ( c = 1 )



Ze = 2 coshk ( tanhk )
(

: (公式 (- 1 )
C
= 1 - 2 c )

ー

2 sinb 2 k ek(
- 1 )

C [ =0, 1

=r
K : tanhk = e

- 2k

@
sinh 2ksinhzk = 1

Z= 永 ink Ze
"

dual linkspq> 口にp
=式彦 zKeK

(-)
「pta

(# リンク = 2V )
= shz)exp (R( - 1 )(

p * * )
心

)vnn)た ZIsing (K)
~

世

ZIsing/K) %( K)=% ZIsing ( K )
肉



肉 相 構造 Kc : K=
sinh 2 ke = 1

対称相 SSB ⇒ Kc =ジlog(t)
自明相 真空の縮退

↑Ising .

i
Kn

《I",o (グ(
ゲ し

真空の縮退 Ka 自明

堂間 的な Wilson 1oop
± 1=

☆ Ising の演算子 (欠陥 )

ZIsing/4
.

(K ) ( ≈ ZIsing ( K ) ←= 5 の言葉づかいで )

=式応/bl .{csexp [ K [- )
aitaj + bii

+π i Ʃ Cp ( bitbrtb , tby ) ]
P: 〈に347

演算子 (欠陥 )

1
.

スピン 演算子
σp

= ( - 1 ) Cp C )の 和 をとった 後 で見るとSLagrangian の中の場 の汎関数で書けなり

無 くなるわけではない ! !



flat の代わりに写 印
δ
mod 2

Ʃbt 1
,
0

2 . b wilson ル- ッ = Ising で spin tlip の 対称性欠質

( 《) = ( -) betber
:

Iyol
3

. 無秩序 スピン ( disorder spin )

µ i ～ (- 1
)a ゲー ジ不変でない

山 Wilson をline 付ける

Ui = (- 1
) 9 itbet …

*

Mi り

局所演算子だけどトポロジカル欠陥 がついている。

"

non -genuine
" 局所演算子

非純製

Ising の描像

母二 spin flip

十 ← 反強磁性相互作用



名前 の 由来
。 秩序相 ( 自発的対称性の破れ )

くσ(o )〉キ 0 ( et →0[ σ(o) σ 1)> t 0 )
↑ .

☆ 山
tension

- m / xl姿 X ～ eー
n r

U(O ) MCa]

⇒ [Ulo )) =
dex

0

。 無秩序相 (対称相 )
I..d. det µ (o) ) キ 0入ー ～ consf

µ ito
.

d" キ O

関係なくなる

Ising /42 γ
"



A KW 欠陥
アイデア

KW 双対性 K = Kc ⇒ 非可逆対称性
Ising/2 = Ising

。 対称性
¢
対称性欠陥

⑧
変換

⇒ ロ
止

。 一般化
↓
変換ゲ型 , integrate in/out

うまく 、 トポロジカル欠陥
山回

⇒ ∞
"

haff - space ganging
"

D のとり方

Ising のスピンが乗っている格子
"

active lattice
"

山

双対 “

inactive lattice"



D : inactive lattice の言葉 で
端をすべて含んでいる

" 凹回ー

よb

D : inactive lattice の

。 1 □
サイトリンク

) の集合
プラケット

次を満たす
P ED ⇒ OP = { Pのまわりの4 つのリンク SCD
ロ 口

0 l ε ) ⇒ ol = {lの 両端 のサイト } CD
ー ②

"

Dirichlet boundary condition
"

心
ヒ。

↑
OD

OD のリンク : ゲンジ 場 =0
とて

ー②①甲L サイト : ゲージ変換 なしLァ原ー
1

D 内 でゲー ジ 化

O, aa =o . 1 , t 相互作用 )
D 内 の要素 に対 して

1
.

I ← b = 0, 1 ⇒ aと couple 韻on,

“対称性欠陥

2 .,
←

δ ba+btby , 0= 品
,

ぎ( - 1) Clb
.tb)

“

ジャンクション "



3
.

□ ← ゲージ変換 ⇒ Yゲジ体積 = き

4
.

Euler counter term

⑪ = Ʃ

ー
= 店

ロ
= Ʃ Euler

ヒ →ゝ

ID = 流 品行品高臨長、拘束をで
書たときので

n f S

Dの中だけ全体 ゲージ体積

×π e
KC- 1 )aitas

- π ek
(yaitajtbij;

IAD IED

< π (- 1 )
(pƩbeei

DED

b の 和 をとる

∞ D の 内部 ( 前 と 同 じ )
K= Kc

～A、

xb
⇒ ゲレジ固定 A, 9. = 0 sinhck=( )

Cu A2 Cz

:0. ,
Ck(

- ) "(
-1 ) blcit )=β eKL - yC

. +:

～

& Enler とキャンセル



。 境界

ーU

, C
Dの外

b ⇒ ゲ ージ固定 az =0
C . Czaz

。,Ck
(- ybtan

(- 1 )
b (c . tca)

ニ

言

ek
1 - 1 )byb 'ccitay

b' =bta ,とい )
× [ - 1
)a "
[ - 1
)ac

K( - 1
)

C、 tc

= fe (- 1 )
a( ^

(-)activelatyiceAEule rキャピ ーー
～⑧

闊 al 1凸②∞⑧ 0
申%へ⑪

I14C2%ー②B
量 → (- 1 )

ac

残 ている 定数

D 内 ∞ = ☆ = 巨 ID 内 のバルクではキャンセル

ロ = 長 × 2 = f
→ 境界 のみに残るくちゃんとした構成 [Aasen. Mong . Fendley 1ル ]



ここまでのまとめ

⑥← ゲジ化

山 codim l の 欠陥gennine
。 Dのバルクは 外 と 変わらない

①
Kw 吹陥

。 局所的
書く [ijac

肉 トポロジカルであること

D の例 b= 0 (オイラー数変化 なし )
M

申ビ b = 0 のみ
=∞ゲ

ージ団定
と

。ゴ
← 拘束

∞ 。問
皮 )

ア( )
,
いの操作 で 分配関数は変化 なしS = トポロジカル

(ア)心 をくりからして 縮めていく

ニ 量 =

Euler Ʃ
= f拘束 δ0 = 1 従来の

⇒ O = E ⇒ 対称性ではない !



ここまでの 結論

。 K = Kc の Ising には KW欠陥、
トポロジカル欠陥 があるcodiml

。 これは従来の対称性の対称性欠陥
ではない

世般化対称性 非可逆対称性 の例



A 対称性 の構造
Ising2) のトポロジカル欠陥

1 1
I n w

自明 spinflip KW
～

2 symmetry
～

Ising 圏
融合圏 (fusion category )
くわしくは [Bhardwaj , Tachikawal7]

肉 Fusionrule

1 い = l
apbe こういう 記号で 書く{

Nan'り
a b C

2つのトポロジカル欠陥 新たなトポロジカル欠陥 simple" なものの和ならべてすく
(仮定 )

Hilb . sp に 作用 する 演算子 (②の立場) の 見方 で

演算子 の積 時間密従来の対称性 の場合 1
群演算



'

↓ ! =↓ ( ⇒ Nは 非逆 )

B

神 感 = 譬ーー⑧ \
n : wilkontine

1
→ D wils

mlinジ場なし
ー ー②り I

②ー
ー⑪幕 1 = 菅 1⑧ ニ ⑪

～nー

⑧

↑
:shintlop背景でジ場Hynan

ゲジ場 h

背影ンジ場は
～m

B dynamical なゲンジ場
にうもれる
b= btB

.

:
.

B

on : 1.

i n

☆月 力 ニ } → 1
: e bがぜんぶ

∵
1

1 M
or



Quantumdimension

β= : qdim
a

On = 1 . 2 掔

心 F . symbol

.
e

∴Fo⑧ )at \1
a b C

例

= 高 () ( ≈* )

tH ",
"

" 店出無" "←:nliakの部分を"い
l

explicitに書く

1' - .F
N ⇒ Ising 圏



肉 他の WTi.

⑤ = 0

.

θ

1)
' * ) =(^

ー莆 ト = *ニ ー X

ー
“

b - 1 のみ

強制的に Ʃ b = 1



A 応用 [ Chang , Lin , Shao , Wang ,
Yin 19 ]

命題 : Ising 圏 の対称性 を持つ 2DQFT は

trivially gappedになな
gapped かつ空間 のトポロジーがんなもので
～ 真空に縮退なし

空間の体積が大きい

EI - E 0 ≥ m Im >0 体積によらない
P

基底状態のエネルギ第7励起状
のエネルギー

E0 = 0

証明 gapped , 唯一 の真空 10) を仮定
以外 計量 の 曲率 《 m^ 体積 》前 ⇒ 10)以外の

状態は無視

N : Hilbert空間 に作用 する演算子 ~
N 10 ) = f10 ) =ε R)



分配関数 図1
時間P

》

→ ② 時間
の Z = [o 1f 10) = I

] 矛盾
② z = dim 2ldetect ε 420

↑

C
rrdetect

* Ising 圏 っ 対称性 ←普通の対称性 ← これのおかげ ?

別 の対称性
Fibonacci 圏 : トポロジカル 欠陥 1

,
F

Fusion rule F
2
= Ft 1

普通の対移称性 を含まない

⇒ 同 様の命題 が成り立 っ ( irivially gapped になれない )

E の固有値



4
.

高次形式対称性
☆ 定義 : P形式対称性
群 Gag

.

codim pty 向きついた 面 M

⇒ Ug (M ) : トポロジカル欠陥
次 を満たすものの

⇒ P7 O なら

diti - ↓in ( Gはアーベル群 gh = hg )
。 U . = 1

, UgtM ) : Ug. ( M )

演算子への作用肉
Wa (c ) : P 次元 [ トポロジカルとは限らない ) 欠陥

C : P 次元面

E
.
部 R
':cm Rba(g ) : G の表現

* G はアーベル群× ( ⇒ RPaly ) = (phase ) δ
'

sとなる基底がこれる )Wall ) WblC )



メ
例 : ゲー ジ理論 の 中心対称性

後で 詳しくく )

必昔から 知 られていたが 局所的な 記述 が
発見 されたのが最近

[Gaiotto , Kapustin , Seiberg, Willet 14 ]



A 格子 ゲージ理論の中心対称性

肉 格子 ゲージ理論

d 次元立方格子 、ゲ ージ群 SU (N ) (例 )
云e代数でなくて群

各 リンク [ ij ) に U :j ESU (N )

分配関数。

Z = ( , dVij exp (- s () )
「
Haar測度

S ( U ) = -
K

忘Ke > (tr ( Ui ;iUikUkeVei )
+cl

plaquettes
* K 一 し)

。 ゲー ジ変換 パラメ ータ :各サイト I に gitSU (N )

Uij
'

= giVij gj
"

⇒ S (U
"

) = S ( U )



彡 中心対称性
さきの 格子ゲー ジ理論 にヨ 1 形式対称性

群 N ) Z]

。 (群 の話 )
ω i = @

感
SU (N ) a W Iu

Z : = { wk Ix : k =0. 1
. . N- i } CSU (N )

部分群
Z の元 は

“
gESULN ) と 可換

こういう Z を
^

SULN) の 中心 ( center )s

Z = 4N

。 前 にやた 時空 の 一部 で変換 ⇒ トポロジカル欠陥

M : codim I surtace ,
OM =Ʃ

サイトと 交 らない
向き付き (双対格子の codim ↑ 要素 を

つないでできる 面 )
→Ʃ

←τ
M



。 積分 の 変数変換
Vijl =

{
Uijj < i; ) は MとUijw

Uijwi 1等.
。 SIU) vs S ( U )

回 問広、わてなけれは 自明に変わらないく

→Y

1
Ʃのよの plaquette

M'

w1

コh = 胸 変わらない
d

へ v

変 わる ! !
S= -Klwtr )

肉ペτ= ω ⑫ + ( ( _ c ) )

SM
,
ω
[ U ) : = S ( U

'

)

SM, ω( U ) と S ( U ) は Ʃ さだけで 異 なる

⇒ codim 2 トポロジカル欠陥
W. (Ʃ )

VWk (Ʃ ) も 同様 に定義

⇒ 4" 対称性
「

中心対称川



Wilson 10
op
への作用

s

"

ー

。 Wilsonloop 凸( : リンクをつないでできる Iルー プ

io
Wo (C ) = tr ( Uioi , Vi . iz . Vikeic )
基本表現 ゲー ジ不変 次元7 欠陥 ( 一般には

トポロジカル
We ( c ) = to ( e ( Uii .Viic .) ) ではない )
r

SULN) の表現

B KMでさ、きの 変換ωぶ
eコ ワ

Wi (C )

⇒ WTid

i ニ IwkVwk

Wb Wo



9 : 既約表現
,

□ * DD … * D = 9 * …
ー
l 個

l mod N :
"

N-ality
"

t ×
We

Val ニ wkl
フ て

We



☆ 背景 ゲー ジ場 その 1
普通の対称性 のとき 、

背 "flat な 素 ゲ ージ 場の配位 =対称性欠陥 の配位

P形式対称性 の場合 も 同様

ゲージ場 ?

格子 ,π" の場合 ⇒ 2 form ゲンジ場

( o . form対称性 ⇒ - formゲシジ場 )
。 げージ場 B

各 プラケット < ijke) に Biike- { 0,1 . N -1 }
l く k
し
l n 逆向き Bekii = - Bijke凾; ;
ゲージ変換
パラメータ : 各 リンク <ij > に ΛijEΛ ij= - Aji

B'ijke =Bijiket Λ is+^
; kine

。 場 の強さ
cube (向き付き ) C

政 δBc = Bp.

煕煕
cube の中の plaquette, cube

の 向きから

導かれる 向き



δ B はゲー ジ不変

flat
"

* δ B = 0

。 flay ⇒ ゲー ジ変換で 局所 的 には B = 0 にできる

問 K
→ Lodimension 2 の defect。

⇒ symmetvy defect.



格子ゲー ジ理論との coupling四

S ( U , B )= - KKesleBiikler(Uij…)
+ ( c. c . ) ]

。 Vij のゲージ変換
Vij ' =

e一 Λi;
Uij ⇒ S[U , B ) は不変

。 √の 配位 ⇒ flat な B

/
ω
k(M )

M
が 交郊るplaq. p (正の 向き

AK
ン
ph

⇒ Bp = K

flat に 端がないので
cube の中に入ったら必 ず出ていく

。 《をゲ ージ化 → 別 の 理論

Zgaused = ⑨ Ʃ fpue
- scu'

n

h



A背景ゲンジ場 その 2 : 単体コホモロジー

アイデア
flat なゲジ場 : 局所的 に O にできる

ヒトポロジカル欠陥 の配位

O 0 ⇒
√

clual

凶∞

邰 0 卜
⇒ 荒 い 格子で 十分
三角形 の格子でもよい
(単体 )

⇒ 数学の道具 : 単体 コホモロジー

肉 Chain

. × : 閉 じた d次元多様体
単体分割 ⇒ K

頂点 に通 し 番号 0
,

1 , 2 ,
3
,
…

。 単体 : 頂点 リンク ,角形 ,4面体
“体

f1 < O〉
2

<012>
.

一般に < ioi . … ip >さ, iocinc … cip



( 以下 めんどうなので (Ol … P) の場合 だけ書くこともある )

。 G : アー ベル群 (X,IR1x ,π , … )

Cp (K ,
G ) : P 単体 の 形式的な G係数線型線合
⇒ アーベル群

0 0 : boundary
O : Cp (K ,G ) → Cp- .(K , G

)

hom

O LOTP ) = < 12 … P) - <02 " P) t
…

=③ CoT . p > (- 1 ) ;

j=0 ?ぬf

⇒ 0回
。 Zp ( K , G ) : = {c ε Cp (K . G ) lOc = 0 } "

cyle
"

Bp ( K , G ) : = OCPi (K , G ) 両方 アーベル群
Zp コ Bp (∵ 0: 0 )

Hp (K , G ) : = Zp (K , G ) / Bp ( K , G )
ホモロジー□



定理 : Hp (K , G ) は K のとり方 によらない

Hp (X , G ) と 書く
、

. Cochain

P 単体 に G の 元 を 割 りふるやり方
< ioi . … ip) に Aio . ipEG を 割 りふる

、

例 : p = 1 : リンク ( i; ) に AijEG を割りふる

p - cochain 全体 CPCK
,
G ) アーペル群

く深いことを考えない p- form ゲージ場全体 )

. coboundar . δ . CP → CP+
1

AECP
δAL ) 0 - . .(P + 1

) = Al -.(pt 1)-Ao 2.(pt )
tッ

= 。
"
(- i )

'
Ao
"

Tcpt)
∞'

01

例 λε CO ⇒ ∞) 0,=λ- 入 o 2
。

Acc ⇒ δA) ou 2=
A 12- A 02tAiz Λ☆～O学 い

⇒ δ回



。

2
P (K

,
G ) = SAECP( K .G ) 1 δ A = 0 }

cocyclelp

BPCK 、 , G ) =δ CP' (K
,
G )

ZP ) BP ⇐δ:0

HP (K ,
G ) : = ZP (K , G )/ BPCK , G )

^ ↑

flat
" " ゲージ変換

定理 : HPCK ,G ) は K によらない

HP ( X , G ) と書く

G = ZNの 場合( 4 .R
.

… )

+ で 群
かけ算 もある (みに代表元をとて modN )
以下 こういうものだけ考える

肉 積分
AECP ( K , G ) ,

Ʃε Cp ( K , G )

ScA を 定義



co. "p

) A :AompfaicG.
bilinear

カップ積
CP (K , ) × CE (G K

, G ) → CPtE( K , G )
4

A 官
AvBC Lor . (pt8)

= Ao " PBp.(peq)

性質
δ ( ALB )= δ AUB + ( - 1 )PAV δB

出

HP (×
, G ) × HE (X , G ) → HP8(X , G )

AvB = (- 1 )
PE
BUA



☆ 自発的対称性の破れ
ふつうの対称性
秩序変数 σ(o)) も O

止 ちゃんという
〈σ(o ) σ(ox )〉lin キ 0

(→ xり 果(o ) (()
( Volume→∞) 保っている (σ(o) σ (っ x) ) ～

e- mpl

1 .formの場合対称性 (例 : Wilson )次欧陥 ループ
己秩T、 変数 W(C ) ←

とりあえず

<w (C ))lin -1 Di
C→大

の場合周長則 ε Cの長ささ

<wiC )》 ～ e
- mSds

→ 0

だけど
countertermlocal

W(C) = WiC )
e - m{cds まともなり次陥

くW (C )) → 定数 も O



つまり

対称相

W ( C) () = 0 ( どんなlocalcounterterm を 入れてE )
き 面積則

の破れ相

災くん ( C )) = (定数)# 0 ( ある Counterterm で )

き Coulon . b
則
,周長則 …

中心対称性の場合

対称相 ⇐ 閉 じ 込め

破れの相 ② 非閉じ込め



5 高次元の非可逆対称性
知 られている作 り方

。 higher gauging

。 half - space ganging ← 2次元 KW欠陥 を作た

のに似ている

☆ ゲージ化
[P]

T : d 次元 QFT with p形式対称性
G

群 G : 有限アーベル群
(µ の場合 )

X : d 次元 closed 多様体
K : λ の 単体分り( 格子 )

GCP}がアノマリー無 A ε ZPEK , ( . ) ゲージ場し ”
人ー

( ゲージ化可能 ) 1
ポロジカル欠陥 の
位)(以

⇒ π(A ) Kによらないが。

。 ゲージ不変 ( 2π(At δλ ) =2π (A ) )



ZTYGP ) =前*(KG ) ZT
(a )

という 網状の
.*玄 の挿入演算子

×λ~λtδM . MaCPy

店に通
ICP1 …
ー

上
p :even

ICPIICP 1 1Cl
r

ゲージ変換 ー p:odd
a atδλ,λεCD

止 HX の 言葉で書く、

IP+Z
π(a)= IBP臨 H州

,Z π( a
)HP =I'HB( )

CP→BPPI→ZPi萁

BPt = CP/ZP

IB^)ににBMC(=に
"
前

☆性∵



ZT/GP=→∴ 衣州 2ヶ (a 7

必 他に Gravicational な counterterm を 入れる 可能性あり

双対対称性
(簡単 のため G = x )

。 T/GP]には q = d - p-2 form 対称性 がある

Wilsonsurtuc が対称性。欠陥eSBa
B ε Hp+ 1

(X
. G )
= HEt (X , G )

BE HE
'
(X , G )

IT/G ( )(B
) Bu^

ITo )

. B をゲー ジ化

IT/G/G@ :(
H臨 ZT/a) ( b )



IT/G/G@Hジ 前…
(H…

×Ht臨 tp eS
×bua Z τ( a )

～

ΛS
: 1 HE+1 8a

,
0

=

鉱HE 1
H1
HE +1 Iτ
ー

だいたい TIGCPYG [
E)

= T!
の定数(
ー

H =Hface→ lH = 1Hdyrr

q : evend
= 。 い -) *

品Icry (- )rt
1

1cr に
N (γ単体の数 )

= N
-X

X :=Ʃ (- 1)
~ ( r単体 の数)

=
01

q : odd Euler 数
= NX d :odd X =0

(fact から )

d : even ⇒ Eulercounter term で

ZTIG 「P/G [E] = ZT とできる



例 d = 2n
, p = f = n - 1

n : even ⇒ γ単体に 匹 )
( - 1
)rt

( p . q : odd ) Egd=4

n : odd
(p. q : even ) Eg . d= 2 ⇒ γ単体に (M) (

- 1 )
ト

2
. 背景 ゲージ場入れる

、

ZT/GC/GCE) [A ]

acuPe
,
e {Aobe {buaZita]= 内 Ʃ
ー

beyft 1 G ①Sbu (a- A ) , P . f : even

SbulatA ) , それ以外
②

= Z π [ A ] の 2 d p = q = 0

{ π [- A ] ② 4 dp = q =1

“

^荷電共役 ( * 2の場合
A = A なので違わない)



2 次元 QFT Z4 o- form (ふつうの )肴称性ith
「

で T/ = けのものがある

例 : Ising . , k= keKw → 同 じタイプの
ty 非可逆対性

Free scalur . radins W Tlity
:

dua )
① アナロジー

4次元 QFT with ZD

ヤで
T/4N" = T のものがある

例 :

に格子ゲジ理論 K =” KWW双対性 同 じタイプの
( Ising に似ている )

⇒ 非河逆妙平山t
0 Maxwell理論 死 = 児 EM双対性

:

θ= 0 )0 =4 SU(N ) SYMI I MO双ットに
g2

=瓦
θ = O



☆ 4次元 22 格子ゲージ理論

× 4次元立方格子上 トポロジカルでないもの

各 リンクに Ae = 0 . 1

ZT (K ) = exp( K Ʃ ( -
1 )

9 、+a: +as+a4
)

p19 :
<1234)

みでで )中心対称性
KW 双対性 に似た 双対性 [Wegner ]

広いゃZT /^" ( K )=2 KZ π(R )

sinhzk sinh 2k = 1



相構造
K 《 1 (強結合 )

強結合展開 ⇒ 閉 じ込め ( みでは残 る )
( trivially gapped )

K 》 1 (弱結合 )
that な配位がdominate

⇒ 非閉じ込 め ( 1で
)
は SSB )

( gapped , トポロジカルな自由度 )

閉 じ込め 非閉 じ入め
trivially gapped トポロジカル

T l > K
Y

衣ww 双対性シジ化! は幾 !ゲージヒ
い 《トポロジカル trivially

2 K

gapped



KWW 双対性 の 欠陥 [ Koide
, Nagoya ,st]以
(ちょっと別の説明)

K = Kc で T14) = T

halfspace gauging

回 → ①
で”を 1ドージ化 codim 7 欠陥

トポロジカルであること ← 2次元の KW 欠陥 と同様

"

quantum dimension
"

⑥3

⑤ 変形 界1個
= 店 従来の対称性

Euler( ) ではない
“非可逆対称性 」



☆ 4次元 Maxwell理論 の -dualityEM
(S )

電磁双対 の導出

。 そこから 導かれる (非可逆 )対称性

Maxwell理論

IT = S × L τ : = 長+
な

衆
Ʃ =Fr * F- 最 F 、 F

A : U (1 )ゲ ージ 場FdA :場の強さ

準備
F = FTtF

-

FI = ≡ ( F ± * F )
(anti- ) selff-dual part

止

∠=-
πi( τFT^F '

+
iFiF -)



S -duality
Iτ と I -i は 等価( 以下Witten, hep-th/950518:

を参考 )

)
B : U ( 1 ) 2 - form gange field

ゲージ変換 パラメータ A : U ( 1 ) I - form gaugefield

A → Ath

B → BtdA

⇒
F : = F - B がゲー ジ不変

{τ (F ) =一 ( τ FT^ F++τ F:よ )
A ゲージ不立反

一般には Maxwell 理論 と異なるだけど

R ) Maxwell 理論 と 等価 な理論を低る

Zm = {pAe
- SIτ(F )

: SDB δ(B ) = 1

= fDA δ (B ) B がpurgan-oil(DB δ(B) e
- S《(F )

でない
グとジネ変



IM = { Ec( F)DADBδ (BI
τ

A
^

: U ( 1 ) ゲージ場( )

δ 13 ) = fpte入場公
ざ

証明
" " のスケッチ Hz(X ,4 )= torsionがない ) とき )

(B ) -F JDA C
π SA . dD

( ) F(B) = 0 .
B キ puregauge

) SDBF (B ) = 1 ← SDBDAE
長 SA .dB が 自明な理論

ー

in
A こ Ʃ n」 a tb ωi が生成子

ー

) ^
9 形式 ⇒ HR(X,x) aMi} Wi

wi = daj )2π( トポロジカルパ自明
MiE さ

ISD. - (Dai
～→Wilsonsurtace { B = 2凹Lpplwi)

し

X = M × SI の rき)
^ 時間 と思 て正準量子化 ) 切たり 貼たり

⇒ Hilbert空間 は 1 次元, Hamiltonian = 0



て = SDBDADA exp - f( AidB + [i (F ) )[Ju
ー

L

) Λ ゲージ変換 ⇒ A =0
B を積分

式A . dB = - EMB =- ETB- 式FiB

。[
= - T. BT

-EIB -I τ BTIBT - ZEB: B
-

w ～

～ = - I [ (BT + iF + ) ^ (BT + iE + )+ 式E 、Ft

Bt ' : =BT ± {Et ⇒B
4

を Gauss積分
⇒ τ によるけど [Witten 95]
Euler

, signature counterterm( で消せる )
B; E

一

の 方 も 同様

∠ →( -記 EE +- 式FiE -] =[主

MF = Mi



肉 π)ゲ ー ジ化

SDBDAexp (一N
( ^^ . dB ) ←ゲ ージ理論

B ~ 4N 2 -formゲー
ジ場

止

Mτ : 死cU ( 1)(^ ) 対称性

ZM
τ14= JDBDADAexp[(L ]

{ =式NA^dBt [τ (F )
止 さきと同じ

ZMt/]= ZM- c⇒ MI"
=
M、

( N = 1 なら ± , 王 の )

T : = ME = iN ⇒ T/] = T
⇒ 非可逆外*壮



対応するポロジカル欠陥ト

half - space gauging τ= iN

D の 内部だけ A
,
B を導入

⑥ B 10 =OD ( Dirichlet boundary
condition )

( ⇒ ゲー ジ不変 )

∠
Dの 中

= AidB + Ʃ (下 )iN
凵

山

- F = - F + B
c ( A ゲー ジ不変 )

= 式N E へ + ∠ (F )F
iN

= 式N E 、F -式 MEB⑭
ー VB を積分

{qEFの執
、 da )

LiN (E )

= { 式NA 'ndAm M = OD

A 1 A

LiN (F) LiN (E )
^

Sm装 AndA



N = 1 のとき

⇒ 普通の対秘性
全体 で

∠ = 式 A ～ dB t ∠ i (F )

A を積分で ⇒ □ 全体でMaxwell

D 内 A
,
B を積分

D外 A を積分 ⇒ ① トポロジカル欠陥二
⇒ M = OD ① = 1

*∴ 2次元 自由スカラ ー の T 双対 は

自己双対の 点 では 普通の 対秘性
山

み 4次元 のアナロジー ?
SU (2) ×SU(2 ) の 1部


