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1
.
導入
対称性 とは ?

場 の理論で 対称性とは何 か ?

いろんな 答 えがありうる ｡

そのうち 3 つ

① 場 中 ,
作用 S ($ )

変換 ゆ → 中 で S ()= S (か ) となるもの

② Hamiltonian ti
(反) コニタリー演算子 でで HO- OT となるもの

③ トポロジカル 欠陥 ( 後 で )



①
,
② の不便な 点 : 大域的 な記述 である

｡

① 時空全体 で 一斉 に 変換 しなければならない

例 : 2次元 の 共形対称性 (知っている人向 け )

複素座標 Z → fo ) 正則

( メビウス 変換以外はげだない変換ぶ”はない ! ?)① の 意味での対称性 ではない

② H = 1先T ｡｡ 出空間全体にひろがる 巨大な演節
U :

(大域的対称性だけど )
局所的 な 記述が 望 ましい ｡

④ 連続的対秘性 ､
無限 り､変換の場合

ヨ JM /x ) @ J
^
lx ) = 0

局所的 !

離散的 な場合 は ? ?

③ ( 内部対和性) トポロジカル欠陥



トポロジカル 欠陥 : 最初 の導入

保存則 : U () 対称性 の場合

U ( 1 ) 対称性 ⇒ 電荷 Q の 保存

②② [ H ,
2 ] = 0 )

( 2 : 宇宙全体の電荷が 時間変化 しない

本当 は 局所的 に 保存 する ④ @ J^= 0 )
ー

I
R

1 > 空間
↑→
電荷 の 出入 りを 見張 る

ある 時間間隔
( ORから 出 た電荷 ) + ( R 内 の 電の 増加) = 0
A 時間

､ R2④ QJ^= 0 ↑ COD

← 7 → N

r R ,

→ 空間間

R
M

: = OD = R2 - R ､ + N



0 = 10% & J^=SuJu

=1 ぱー { JtSadSuJu
旭R

電の 増加回 ら出ていく電
必曲 った 時空 でもよい

( UJ^= 0 .

⇒ 0 = 5FauJ- (
µ
dSuJ
" )

凶
(後 の都合上 ) 有限変換の演算子 α( : = e α 2 )
～～ →U α( M ) =

C α Q(M )

,
Q
:
= fndSµ Ju

対称性欠算
時他空のの部分 と 性質が異なる

( Lagrangia格子
の密度 )

局所的な保存則 :

M = OD のとき
Uα (M ) = 1

続で

= 1

Uα



対称性欠陥 の 値 は連続的に 変えても値 は変わらない

D = Q

電荷 ε の 局所演算子 6) = ( Ji) のリース )

fq (の粒子 … ?

メかり

⑩ : eix . ×c )

⇒ Ward - Takahashi 恒等式
( cf . 2 d ( FT )

離散対称性 の保存量
み名

こうう
｣
そ ｣ ､ = 1

例 : が理論 のカナー 中 をやで 表わせるか ?)n か pい n^= か )

⇒ ② Iin = i

グ : 中粒子 の 個数の偶寄 *
(全宇宙 )



局所的 な保存則 ?
簡単のため ､粒子の個数 の崎 = 電荷 と 呼ぶ

k

(OR から 出 ていった電荷 ) + ( R 内 の電荷 の減小 ) = 0
…( )

は 成 り立 ちそう

しかし ､ カレントはない !

変わりにトポロジカル 欠陥 M (M ) ( ささの Uα (M ) にあたるもの )
がある

｡ 2対称性 の 対称性欠陥

.

= 1 ⇒ 凶 )

n

｡ トポロジカル

^=^関
∞ 中b) : 電荷 へ (粒子 を 1つ偽 る/ す )

(奇数個 )

+加⑩= t × 加い



注意
Eudidean の 定式化

Lorentzian の 理論 とは 別 の
｢

Euclidean の 理論｣

を 考えているわけではない
｢理論 ｣ は 同 じ ､ 定式化 ､考えやすい量が違う

｡

例 : 正準分配関数
ー SE (か )

Tre
- βH

- fpbe
Eudidean

,

時間方向周期 β

演算 子 関係式
例 : 量子論で µ J

"
) = 0

1略記
*

x (

( < OµJ
^
) O , 4 ) … W ( C) . … ) = 0 名歌 )たドレ x は x…, C" (他の演算子 のささっているところ)

と 異 なる

( く
… ) = 会 { D 中 … e -

s : しか

)β( →∞なら )
= 〈 01 け ( … ) 10>

虚時間川張序積



例
迺 = e

の､
)

Uα (M )

11 略記

< Uα (M ) bリ … ) = のくい… >
凵 凵

←←
同 じ

､
任意

M の 内側 には入っていない ｡



2
.

有限群 のゲージ 場
ゲージ場 の復習

理論 S (ゆ )

大域的対称性 の群 G (SU ( N)NXN コ =タリー
det = 1 )

→ Lie代数 of (µ ( N) N ×NI ルミtr= o -ト)

中 → 中(EG)
靚

S ($g) = S (4 ) (例 : SU (N )のときでe( g )
=

g｢ 基 ｣ )

ゲージ場 : G に値 を 持 つベクトル場

Aulal
ゲージ 変換 : パラメータ gC ) EG

Aut = gAng
'

+ igngY

共変成 D
µ

- = µ
-
iA µかが

( D
µ

S
= g Pug

”
と 変婆 する )

作用
S ( $ , A ) : S ($, A=0 ) = S ($ ) ,

S ($8, A
4) = S (中

,
A ) (

｢ゲージ不変｣ )
になるように決める

｡



SCP , A ) =SC $ ) +fAulJl)+ OCA')

(☆ %例D カレント

背景 ゲージ場

Z ( A ) = SD カ e
- S ($ A )

A : 背景ゲージ場
A は積分 しない｡

⇒ ゲージ化 してない 理論 の 解析 に有用

(
JubyJuly) . … 〉 =ヴ州最n)… IA\A

- 0

凹 'tHooft アノマリー
Z (A8 ) - eA(

A. 8 '
Z (A )

Dynamical なゲージ場

Z = (pAfpbe
- SC$ A )

CA についても積分 する
｢ゲージ化 ｣



パッチワーク
実 はゲージ場 は 単に g に値 を 持つベクトル場ではない

｡

(玉 モノポール )

時空 をパッチ ( ボールと 同じトポロジーを持 つ 開集合) に分 ける

邇 (必理論 の 記述 のために )手 で 決めたもの
cf . 座慣

① それぞれのパッチ i 上 で

仮例り物質 が
､

ゲージ場 Ai ( oY に値を持 つゲージ場 )
①

② パッチどうしはゲージ変換でつなぐ

∞
- ソ

g12by $g に､Aiy=gu 'Aµt 1 gul
変換関

tigoby@ giobyl
③ 3 つのパッチの 重なりで整合

nais ) -gnk "



④ ゲージ 変換 はパッチごと

λil) ε G : が 的削 =ib ) が ib>
_

1

An
'
λ .

6 Auibyλibytit iky Rλ ibyl

gij
'
by =λ it) gijl( ) λ jbyy

ゲージ場 の 配位 ( Ans, gijby )
ゲージ 変換 λ i 1x )

有限群 のゲージ場
G : 有限群 nn Lie 代数 g = {0 }

⇒ Auile ) = 0
変換関数 gij ) ε G なめちかに xによることはできない

⇒ gij ε G 定 =AubYgiulo)rAun " s 'tignd階"
ゲージ変 λ i ε G 定数

"

｡ 苫 蠃
(安数なのり

( トポロジカルなゲージ場 )

(格子なち有限群でトポロジカルでないゲージ場を考えることが

できる )



有限群 のゲージ場 ↓
これを A と 書くことにする

2 つのパッチの重なり gijEG Oグ
i
, j

ただし 3 つのパッチの 重なりで gijgik = gik
ijk

ゲージ変換入 iEG 回
g
'

ij =λigij λ ｣
"

対称性欠陥 との 関係

対称性欠陥の配位

回!!
パッチの絵 は繁雑 対陥 (

* ､ジャンクショシャンクショジとかも

燃 ある



有限群 の場合

ゲージ場の配任 = 対称性欠陥 の配位

対秘性欠 について
gj = 1 ゲージ変換

λ= g! 他 = 1 :

言 :

?
…

(…､
;

で

ー べー

…

…
…

…
…
^
…
…

…
ー

…
4

..
.

. gij= 1

て (自明 な欠陥 )
無いのと 同じ

* ① = 1
( Ward -Takahashi恒)

:
:

…

､

､
ジ 人中い ; =

…

… …
…､､

⇒ g=× 中 )(
WT恒等 I)



:
g i感に回然

自明にパッチを ここで g で

細かくする ゲージ変

① = G “トポロ心

逆 に

codimension 1 のトパロジカル欠陥
TD

ラベル a

2つの TD を 並べておく ⇒ 7 つの TD ( フュージョン )

= : 1 (か 博の)
a b ab

何 もない TD 1

! } = ! = 話



逆元 ?
TD a → TD aT

s . t
.

:
= 二 “

:
a ay al a 1

⇒群 G ⇒ 普通 の 対称性

① = “海 ← かの
a

⑩⇒ 群構造 な⇒ 普通の対哲性ではない

非可逆対協性

対称性 とは ③

Codim ) のトポロジカル欠陥

群構造があるものの



一般化対称性 = トポロジカル欠陥
↑

欠陥であってトポロジーを
｡ P形式対秒秘性 : 変えずに連続変形 しても

codim 1 ⇒ codim ptl 値 を 変えない

(ふつうの対称性 は0形式対性 )

｡ 非可逆対称性 : 群構造 がないもの

この 後 の 目標 : 非河逆対称性の例 を 挙げる
｡

応用例

せふつうの対称性に戻って 準備
ゲージ化

有対限群の 称性 について

A : = (ゲージ 場 の 配位 ) = (対称性欠陥 の 配位 )

Z (A ) = SDpe
- S ($ . A )

山 ゲージ化

Iganged = 店寺 Z(A )
v

V : パッチの数 ⇒ 1 G 1 ゲージ 変の
=
｢

ゲージ体｣



X;ゲージ 不変性 Z ( A') = 2 (A )
↑
ゲージ変換が成 り 立たない場合がある

｡

⇒ ゲージ化できない
or

Z (A ) がパッチのとり方による ) ｢

アノマリー｣
場合 がある

必 ジャンクションの部分 に 入れる A のみによるウェイト
に任意性がある Z (A ) = Z (A ) eiSsm

(A )

“

SPT 相 ,
"

invertible phase ,
"

discrete torsion ,"

例 : T
2

､
G : アーベル群

パッチ 1 つ

'

n

gnZ(A ) = aggh A = (g , h ) g
.
htG

h

↓ ゲージ化
”

Iaanged = 底 G …h
( string ､ CFT の 言葉 で )orbifold



3
.
2次元双対性欠陥

目標 : 2次元非可逆対称性の例 を 作 る
｡

双対対称性 (量子対称性 )
2次元 QFT T

有限アーベル群 G の大域的対称性
アノマリーなし ( ゲージ化 できる )1

例 : T : 4理論､
G に 2

G をゲージ化 した理論 T/G
次 が 成 り 立 つ

i ) T1 G は 群 G の大域的府性を持 つ
アノマリーなし ｢双対対｣

(dual symmetvy)
｢

3対称性 ｣
ii ) TIGIG = T ( quantum symmetry )

以下 説明

CG :Pontryagin 双対1
G : = { 9 : G → U( )準型 ] = {既約表期 } /(同値 )



積 : 表現 のテンソル積
e

.
2→ e ､l _( g )=elg) 9_ (g )

9 : 自明 な表現群 (逆氏 : 複素共役表たelgii = elg)() 1

だいたい G : ありうる電荷 の集人
群演算 :電 のたし算

a G問 =

( cmonical k )

e gle ) : =elg ) EU()

へ
｡ U ( 1 ) = Z

,
☆= U ( 1 )

した (質そ群 )

m ZN =日 ( canonical ではない )

G : 有限 → G = G



WilsonIL- プ

T/ G の 線欠陥 ( gij は dynamical )

線燃 り

3
7

2 \ Λ c
n一介: : こ∞
ンい

×
C : ループパッチをまたぐときは codiml のところを 通るうのは
e : G の 表現 とりあえずやめとく ､

既約約 ( て 次元 ) の

(= e ( . … q. )
き

)
Welc ) : =trel… ggzzi )

な( elq ) をな g と書くことがある )

｡ トポロジカルであること 貼 り 合 っている 条件
れ 3ンーや ⇐ 9328z= g31



｡ フュージョン

ft - ↑
We

,
Wez Welz
へ

l. , た EG ^
G での 積

i )
Wilson ループは

codim 1 のトポロジカル欠陥
群 ( G

^

) 構造
11

対称性

必 G が 有限非 アーベル群 の 場合
Wilson ループは codiml のトポロジカル 欠陥

← 自明表現
既約表現 β ⇒ exe

'

= 1
.

となるど 'は 無 い場合もある ｡

⑪
群構造 なし､

非河逆対称性の例



G のゲージ化 人_
×

Zπ (A ) = {ppe
- s (4 A )

A : G のゲージ場 = 対称性欠陥 の配位 *
G のゲージ化

ITIG ~ 育 ( A )
BiG のゲージ場 : Wilsonレープの配位

ZT1G (B ) 一気白) W ( B. A )

示したいこと
G のゲージ化 ↓

Ʃ Zπ(A ) W (B , A ) = ZヶZT/G /G ～ 官: wilsonl-の A

配

ちゃんとやる

X : 単連結 ⇒ パッチに 分 ける 丫
面 (パッチ ) 全体 C 2 *辺 こ C ,

頂点 : Co

｡ ゲージ場 の 配位 : 各辺 に G の元 etC .
⇒ geEG

｡ flat ( パッチが貼 )合う条件 )

冬頂点 ｡ →δ ､す:
Uv : - 9329zigzil

｡ ゲージ 変換 ⇒ 各面



(G 1 aiN

ZT1G =魁飛 で ( g )

Wilson loop

各辺 letG ､ 各面 i で
”つながっている

“

条件
Li : =πee夊e : in辺

δLil

Iiale ) =応川舞品 ､ le (ge )
⑪

π1G/
G=応 ƩZlale)δLin{ 9 }

Ʃ Z (g) Ʃ π le (ge ) 能 δlil=応sgl { e } CEC ,

flat

!LitG δLi ,l = GLi (
λi)=exi)

“ icar豪と le(eeNei)
flat 苺



e =ijiei; Ʃ e (g ) = Nδg. l
ecG

= 成々彦低花c ､ Nogen
flat π
W

Ʃ 24g
^ )
( に :ゲージ不変 )

{ g
× }
flat

=

で1 cZ4 ^ 7

= N Zπ X = 1 C21 - 1 C . 1 + 1 Col

X の Euler数

X = 2 - 2 g

(giょ genus )

ZTIGLG = 応 π
( 局所相殺項 で吸収できる



ZT1G , new
: =⑪XZ+19 ,

old

=飛 )品｡四花亦π
flatこうすると ( new省略) 燕相殺項

ZTIGIG = ZT

→ ii )



双対性 ( duality )
( ここその 意力味 )

T - 2dQFT ､ 有限アーベル 群 G対性

T が

TE,
← T

G = G対開性 GA称1

同型が 1 つ決よる
｡

て満ます場住がある

例 : crixcallaticeIsing
,
Gだ ｣ IsingCFTG =2

s massless compact real scalar . 半径 N

µ G = c Ulllsit ､

…

この 例
中 6): realscalar加 いー +2π

(S囈 =rggo & bovd → TR と 書くことにらる

IN = { e= カ …ッ }
wl

w← ; 中 → にわ+



事

() TR /4x = TRA
↓

中中幾 ｡

^

) 同一視

や =NP → 中 や 2π

S =飛 ⑩( g やOr や

1 TR = TYR [µty )

→ TRIR= TRINTHHR
? TR

⺗ 鏘
= R は 5成性っ

⇒ R =⑪

必 事実 :

R = 1 のとき R ) →. 3､つうの対性
山

実は SU (2) × SU 2 )はである
π

e
π iJ

1

: J30 - 53
が T-dualtt :

"

op
やりたいこと
しいバジ 化を含む操的 す一化開性
で π にもどる



双対性欠陥
T = T/G ⇒ 非可逆対称性

( Tambra - Yaagamicalegory)

簡筆 のため
G = FN = 1 e

砦 k
1 k =001 ッ 3

G - f 9e : N → UlDllele) = ev
上,=0

.
… …}

G さ G

ψ
(同型 )

の 場合 のみ考える
le +
e

, SPT 目よなし
見 つけ 方 : 半空間 ゲージ化

この中だシけ Gをゲンジ化

D∞
×
トポロジカル欠陥 ←船化州

半空間 ゲージ化

篆 二 : 1
欠陥

げ沈して← → ゲージ化 している
いない



辺臨歳を置いてすべて 足 し合わせる

頂点 も
h 拘来条件 gh = K

Kg Euler N

面刀 ( ゲージ変換)
(ゲージ 体積)” : 応
Enler iN

必 ゲージ化 していない 面 のゲージ変はi の､] ､-
止 ) の拘束

い名然4 = 8 ､

トポロジカルであること gy = g3

1 =機感: 然 : 欠
Euler

悲を“ ;
渉とを使にするそ{* * 固定 ) = N ↓

面 A のウェイト =広 M
↑( ゲご体積

← リンク 2のウェイト : 病
1 Elder



“蘼\ nu = {
( Enler はとーでキャンセル )

Fusion 則
G 対性の欠陥↓
双対性欠陥 1

!! (群のかけ 算 )
gh

. ! ↓ = 1 ⇒V は 非可逆
N

和をとっている 効の再突
ggi = gi → 臨 =☆

左迎( ) = 1感鸙
g

= F=



↓ ! = !

non
.“ ↓癌 “ F

!↓ る
(理 に 二斗= ｡
量子 次不 ( quantum dimension )

R = - λ = . =π

ct . Og = 1



交差関式

g入 h ☆
ghk
gghk

TAk = Ihk
h

ィ
Λ｢

K

(メアノマリーがないやパッカのと防 によらない )

ャ = xcsin !さ､

g = e
紫 a

､
h - e
紫 b

X (gih ) i = ei
ab

式｡( 学淵
(地に.wn = X. n×x. wn

= x (a, h ) 成. wn =地 )



) ( =園世
U

):井 = 広: 露 が =>

Ealer

し)や=n る

地 )に 一我
= 広× ( 8, h ) 1g = (施)

↑
占

Euler



局所演算携 へのに 内

い: 局所演算子 htG に G )
VgEG のて表現 “変換

pmng = x (gih ) × 4 b)

) " dicorderoperaon "
地に 図 = x%n間 : 関

“磁剛 一週 =( >



応用 : 相構造 について ､

諜葉
2 次元時空 ⇒ 空間 は 1 次元

S
'
を 考 える 長さんは有限だが大きい

⇒ ト H は 離散スペクトルを 持 つ ( と仮定 )
泛
へ √

ルを 大きくすると 好きなだけ 詰まっていく

! 低例 : CFT基態σ Gappless massless particle,
…

Gapped ⇐⇒ GGappless でない )
点

JL をいくら 大きくしても
｡ をとすでも詰まる｢ 真空｣ー

ー

ー

1
真空 が 唯一 : trivialy gapped

0

真空 がたくさんある : 真空 の縮退



定理
2 次元 QFT ､トポロジカル 欠陥 a で量子次π da 4 x )

丗 a = da

triviallygapped ではありえない｡

例 : さつきの双対性
(欠陥 で｢ N 4xの場)

信
trivially gapped を仮定

真空 10>
, ( 宇宙項 を足

しげ >= とする )
T
2 oA サイズ( ) 》 7/( gap )

a

→ B分配関数 Z
次 の 二通 りの方法 で 計算

① A を Eudidean time と 思 う

z = Tve
' s

が@ n dn

alo) = dalo) の 証明

サイズ 》母 = d@ 1



② B を Eudidean time と 思 う

①m
の Hilber+ 空間 み ',Hamiltonian

"

a

H' の固有値 O の固有空間Vc

て “ 長 e
β
'

e
_ dimVEx

①
,
② ⇒ da = dim V

da 44 に矛盾


