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1
. 導入
やること : 場 の理論 で 用 いる数学
「

群 」
、

「

Lie代数」、
「表現 」

対称性 コ 連続対称性
無限り、 変換

“…
… ! …

→ Lie 代数① : 数学的構造
t での微分 ー

/i
…… … …

抽 象化 : 数学の話 (群 とか ) だけから 言えること
山

同 じ 数学が 出 てくる 別 のところにも適用 できる !!

例 : 水素原子 :

別の SO (3 ) の対称性が回転対称性S ⇒ ある系にも 言える
全角運動量 」 は整数 or半整数

～3 縮退度



予定
0 線型代数 の 復習

。 群 と 表現

。 Lie 代数

。 Lie代数 の表現



2. 線型代数の復習
☆ ベクトル空間の抽象的な定義

ベクトル
。 矢印

}
たし算 とスカラー倍

。 Minkowski 時空 のベクトル がある
。

~ 量子力学 の 状態 ↓ (それ以外忘れる )

問 抽象化

剛
1K =¢ または IR (書 く量 を 減 らすため)

Det
.

1k ベクトル 空間 V ( Ik - vector space )

V : 集合
吹 の 構造がある
I . 足 し 算
t : V × V → V

Ψ 出 → Vtu



" (Utw) tu = V + (w + u )

い Vt U = Ut V

) OEV st . Ev ε V (ゼ元 )
0 tV = ひ

FVEV ⇒ EVIEV
V + (- V ) = 0

I 1K 倍

a
, bic . … ε lk . v

,
u
,
w
,
" ε k

5い (atb ) V = avtbr

い a ( U + w ) = avtaw

) (ab ) v = a (bu )

δ) I . V = U

A基底
曲 線型独立
Det . { Vi , ; Vm } c 」 が線型独立」

き ar , …
;av . εlk が aivi = 01 巴 )

Ar = Az = …
= An = O



岡 次元

Det
.

V が
「無限次元 」

⇐ ( *n ε 4z 1 ⇒ V…ツ VnTCV )が 線型独立

Def . U
が「 有限次元 」 ⇐ 無限次元 でない

型 の Vが有限次元 ① とき e …, enICV
「 基底 」 ( basis )

s
.
t
. UVEV ,

av
, . ,Untik意n

V = 育 ViCi
” よのそは 基底のとり方 によらない
n = dim √ V の 次元 ( dimension )

無限効 V : 次 の性質 を 満たすもののみ考える

。

「極限 」 の 構造がある

。 Vaae, e 2 . … 無限列
t基底」

s
.

t
. EVEV が V = 育 vili と 書ける 。



必必 有限次元の 場合er 、 … ,
en 基底

v = zvili これをひ ( 荒 }
i = 1

必基底 のとり方 によること 、よらないことに注意 する
。

☆ ベクトル 空間 をいろいろ 作 る

岡
、直和

V
. W : 1K ベクトル 空間

直和
VDW : = {utn 1 VEV

,
WEW }

き 形式的 な和

VitW, ,
V2 +W2 t しょん

(Vitw 、 ) + ひitw)に (W 、+ ひ 2) + ( W、twz )

や 品
ack

,
VtWEVDW

a (U+ w ) : = aVtaw

や 召

*
dim VDW を dimV と dimW で表せ



テンソル積

V の 基底Ci : i = 1 ,2 .… , dim V

W : fj : j - 1 , 2 . , dimW

VDW := aijeixf; l aiiGk }
～

線型独立 とする

例 :

粒子」 の 量子力学の Hilber + 空間 Vi

: 2 : Vz

⇒ 粒子 1
,2両方 : VIxV2

必定義 が 基底 によっているように 見えるが

実はよらな



間部分 ベクトル 空間

V : 1K ベクトル 突間

VaW 和 、
1K倍 で 閉じている

⇒det W は V の
「

部分ベクトル空間 」
( Vector sub - space )

肉 商 ベクトル 空間
V 0 W : 部分ベクトル空間

↳
VEV に 対 して [UJCV

[v ] : = {UEVIv - uEW }
「 同値類」

心
V/W : = { [v ] / veV }

≈ [U]

諜
商 ベクトル 空間 (quotient vector辻space) w

(V の 中 で W の元 は O と 思う ) 昌

同値類 ( equivalence class )
e

[V ] ひ
→、

。 構造 代表元 ( representative )
V

.
WEV

,
acik

X たし算 と 1K倍が
たし算 代表元のとり方によらない
[V ] + [ U ] : [Vtu ] ことを 示 せ 。

IK倍
a [v ] : = [av ]



☆ 線型写像
V
.

W : 1K ベクトル 空間
肉 定義 :

A : V → W が 線型 ( linear )
V

,
V, V2 EV

.
acIk

。 A (Vi + V:= AV 、
+ AV2

。 Aav = GAv

基底をとると行列 で表せる

A : V → W linear

{ ei } : V の基底
{fi ? : W :

AeitW ⇒ Aei =Ʃ Ajifj
J

Ajitlk
「
(A の )成分 」

( components )
然

ひ = Vili 、AV 予Wifjのとき、

Wj を Vi
, Aji を 用 いて 表 せ



記号 など

。 V → W linear 全体 = : Hom ( V, W )

.* ;Hom (V ,W ) はベクトル空間 になっている

玉 。足し算 と 1K倍を 定義せよ
dimHom( U,W ) を dimVと dimW で表せ

。 End (V ) : = Hom ( V . V ) .

End ( Ikm ) : : End (uik )

この 中 で 足 し 算 っかけ算 、1K 倍がある(代数環 )

。 GL (V ) : =( AEEnd ( V ) ,全単射 (逆がある ) }
GL ( 1km )

かけ算, 割 り算 がある ⇒群
= : GL \n 、

1k )

。 √ . - Hom (V , IK )
「双対空間 」

↑

(数ではVXと書かれる
ことが 多 い )

物理 で出てくる例
。 ケット ← ブラ

。 反変ベクト !ルや 共変ベクトル
A : V → W ADB :VX → WDY

⇒
B : X → Y

ANB : VDX → WDY

上 いい 感 じの定義 を 与えよ
、



☆ エルミート 内積

忽

V : 4 ベクトル空間
定義 :

く 1 ) : V × V →¢ がエルミート内積
)

(Hermitian
a
, b , C . . ε 4 innerproduct )

V
,
W , U . … EV

4 ) < vlawtbu ) = a <vlw>+ b <vlu>

)( avtbulw )= at
(
vlw) + b

*
<ulw )

ふ [ v / w ) =<w / v)
や

4
(

) < v 1 v ) ≥ 0 . 等号 は U = 0 のときのみ、

正定値 ( positive definite )

* CMaV = (U.
,

…

,
Vn )

,
W = LWh , …

;

''m !

<VIW> こ Vi* Wi はエルミート 内積
iz {

以下 しばらく V
.
W はエルミート内積付き

、

( ベクトル空間

肉 正規直交基底 ( orthonormal basis )

Vの基底 {ei } ,
<eilej >=δ ij



エルミート 共役( Hermitian conjugate )

A : V → W linear

⇒ At : W → W を 次 で 定義

IVEV ,
EWEW

<w ) Av'
µ

= ( Atwlvy
必正規直交基底をとると、 行列のエルミート 共役

囮 ユニタリー 変換 ( unitary transformarion )

UEEnd ( V ) s. t .

VW 、 VEV

< UnlUv > : <ω / v>

(⇐ UTU = idv )
(
V± 恒等写象

U (V ) : = { UEEnd (v ) lU はコニタリー 3

CGL ( V )

必正規直交基底をとって考えるとコンタリー行列 、

必 U ( ¢
M ) = : U (n )
「

さきの内積



☆ 対称内積
V : 1K ベクトル空間

対称内積
( , ) : U × V → 1k

" (v
,
awtbu ) = alviw ) tb (v, u )

2 ) ( avtbu , w ) = a (U
, w ) tblu , w )

ふ ) ( v , w ) = (W ,
V )

ー

1K = 1R の 場合

4い (v, V ) 20 . 等号 は U= 0 のときのみ
「 正定値 」

( positive detinite )

岡 言葉
「

転置 」 、

「

対称」、
「

反対称」
「直交 」

'

(transpose ) (symmetric) (anti- symmetric) Corthogonal )



3
.

群
☆ 定義 など

囮群
～ かけ算

、
割 り 算 がある

。

Def . 群 G : 集合
かけ 算 . G × G → G

しいってい ,B ふを満たす 紫 出 → gh

( 1 )
*
g . h .
KEG

(gh ) k = g (hk ) (結合則(associativity ) )

R ) ヨ
T EG st . TgEG gl = 1 g = 8

(単位元 ( identity element ) )

B
)
TgEG ⇒gTEG s. t . gg= g

'

g = 1

(逆元 ( inverse ) )

4 ) gh = hg を満たすとき 。「 アーベル群 」 (Abelian group )

満たさないとき
「非アーベル群」 (Non -Abelian

group )



例

42: = { 1
, a } aa = 1

EN: = { l , a , a '
,

a '
.
… , aM

-

tY ,a= n

。 V : 1K - ベクトル 空間
GL (V ) = (A : V → V linear 、 可逆 }

合成 ( composition ) で群 一般線型群
(general linear

GL ( IRm ) = : GL (n , IR ) group )
GL ( C

^ ) = : GL (n , C )
…

。 SL (n , ik ) : = { AEGI (n ' ik ) / detA = 13

特殊線型群 ( special linear group )

。 V : ¢ ベクトル 空間、 エルミート 内積付き
U (V ) = { A : V → V 、 コニタリー }

U (G
^ ) = : U (m ) コニタリー 群 ( unitarygroup)

SU( U) : = { AEU ( m) , detA = 1 }
特殊コニタリー 群 (special unitary

group )

σ V : 1R ベクトル 空間 、
正定値内積付き

O (V ) : = ( A : V→ V
,
直交 } 直群 Corthogonal

group )



間 1Rm ,(正定値とは限 らない )対称内積

v = ! . w } ←

(V ,
w ) : = VIWit " tVp Wp - Vpt1 Wpt … - VnWn

( q : = n - p )

O (P, q ) : = { A: IRM→ IRm
1

( Av,Aw) = ( U,
'
ω )

必 O [P, q ) = O (8 . p ) FV
, WEIRM }

例 : Lorentz 群 O (3 . 1 )

本義 Lovenを 群 SO (3 , 1 )+ C O (3 , 1 )
(proper ) 恒等変換と連続的につながっている部分

遍 Sp 群

いK ベクトル 空間上 のシンプレクティック形式 w

def (symplectic )

⇒く ω . VXV → 1k a , belk
,

U
.
V
. wEV

ぃ w (U
,
avtbw ) = awlU

,
v ) tbwlu , w )

旭 ω [ U .
V ) = - ω (V , U )

ふ VUEV ⇒ FVEV St . W(UV ) tO1
(非退化 ( non - degenerateら)

1



basis t 取 る Ci

Wis : = lei , l; ) 反対称行列
detw も O

v =Ʃ viei
i

W =Ʃ wiei
i

ω (v ,
w ) =Ewijviwi

i
, i

一例 : V = 1K
2K

ω= (-! )
sp ( V) : = { AEGL (V ) I FU 、VEV ,

ω (Au , Av ) =ω (u . v ) }

(cf .正準変換 )
Sp ( 1Kk

)
= : Sp( 2k, 1k )

^
上 の w

USp (2 k] : = U 2k)^ Sp ( ak, ¢ )

必 USp にk)を Sp( k) と 書 いたりSp(にk) と書 いたりしている
文献 もある

。



直積
G 7 ,

G 2 : 群
⇒ G ,

× G 2 : = { ( ge
,
g_ ) ( git Go

,
g _ EG . }

積 : ( ge
,
g.)

,
( h, ha) ε GyxG 2

(guy o ) ( he , ha ) : = ( g , he , gahi )
R ↑

⇒ 群 G 1 n積 G 2 の積

Gi × G 2の 単位元、 逆元はどうなるか? ?



D 部分群、 商空間

岡 群 G コ H が 部分群
def H が G の積 で群

( 1 EH 積逆元について閉じている )

肉 G コ H : 部分群

g . g
'

ε G gng ' gigh 、
n ← H

(同値関係 )
gtg 'ε H )

G/H : = G /~ := { [g] 1 g ε G }
「

商空間 」 [8] : = {
g

'EG 1 grg '}(同値類)“

quotient space
"

必一般 には 群ではない

必集合の 同値類

∞ 集合 A
,

関係 ~
「
a
, bEA

a ～ b 又は atb
どちらかが 必 ず成 り立つ

由 ～ が 同値関係



きれにつ、ふを 満 たす

) amb ⇒ bra

2 ) a ～ a

, arb ,
bre ⇒ arc

σ ～ が A の 同値 関係
[a ] : = { beA larb ? 同値類

Ah : = { ta] lacA } 商集合

区上 で挙げた G コ H 部分群 を 用 いた 関係 へが
同値関係 であることを 示 せ

必 GH は 大域対的称性 の 自発的破れ
の 話 に 出 てくる

。

. 必 : grhg の 同値関係 で 同様 に定義



⑪
。 G コ H が 正規部分群 (不変部分群 )

UgEG, theH ⇒ ghg
"
ε H

無 このとき G /H は群 岳
積
[

g] [ g '
]

: : [ gg ']

区代表元のとり方 によらないことを 示 せ

☆ 準同型 、
同型

∞ G
. H : 群

写像 f : G → H が
「

準同型 (写像 ) 」
(map) Chomomorphism )
det
⇒く tg

, h , f (gh ) = flg) f(h )

④ f が 同型 き 準同型 かつ 全単射
cisomorphism )

。 このとき G = H G と H は 同型 ( isomorphic )



これから 主 に 同型 な群 に 共通 する 性質 を 見 ていく 、

積の構造以外 のものを 忘 れる
。
(抽象化 )

必群 の 同型類 ( 同型 は同 じと 思う ) を 単に群 と 呼ぶ

こともある
。

例 :

22 : = {
,
a }

.

a . a = 1

で : = { 1 . b }
.

b . b = 1 ]:{ 1 ,c } , c
. c = 1 (全部同型 )

飛 こ { 1 、 - ] CZ

U () = SO (2 )

cosθ一総昌 ) Ʃ etGUuSO (2 ) 2 ( sin θ



4
.

群 の表現
☆ 定義 など

G : 群
, V : ¢ ベクトル空間

e : G → GL (V) 準同型

( V , e ) を 「
G の表現 」

(representation )

V を 表現」 or

「表現空間 」 or
「

多重項 」

(multiplet )

∞ dimU : 表現 の 次民

。 9 が単射 のとき
、

「 忠実」 (faithil ) な表現
(情報を 失わない )

例 : θ (g) = 1 for UgEG 自明 な表現
(trivial representation ,

singlet )

V を 基底をとることで表現) ⇒C の元を行列 で表すこと )
であることを 示 せ



肉 同値
(V , e )

,

(V' ,e ' ) :G の表現

f : V → VI linear が G準同型

detUgaG , TUEV
V 5 V1 f ( e) = e '(g) f (u ) )巴
↓et ! de"u

f が全単射 のとき ( f : G 同型 )

( V , e ) と (v ; e' ) は同値 な 表現」

(V .
el =( v;e ')

必同値な表現 に共通の性質 に注目したい 。

(抽象化 )
同値 な 表現 は 区別 しない (

「

同 じ 」 と 言ってしまう )
ことも 多 い

。

肉 コニタリー 表現
V : C ベクトル空間 、 エルミート 内積付きき
e : G → U (V )

det (√ , 9 ) : コニタリー表現



☆ 表現 の作 り 方
( V . e ) .

(V' ,e '
):群 G の 表現

定義( Vie ; ( vie' ): = ( Vav ' , exe
'

)
θ m

表表現 の 直和」 ベクトル空間の

直和

epe
'

(g ) : = e(g)の e
'
(g )

さ 線型写像の直和

肉定義(V, e') * ( v ',
e

' ): = ( UDV ', exe
' )

ベクタル空間 の
↑

テンソル積

ene
'

(g ) = e (g)De
'
(g )

⇐ UDU
' EVDVI → eDe

'

(g) VDV
"

: = e (g)UD e' lg ) V
で( 線型に 一意的 に VDV に広げられる )

肉 例 : SU (n ) = 1 n ×n コニタリー行列 det = 1 }

旨
基本表現 ( ¢",id )= Didg = g

42 v =装装vea a =…m



ea : = 1 ka ) 若bub
(⇐ gea =言 ebgba )

直和 ロすロ

表現空間4 ^
x

¢^=ε "
=
( ( :) / U . , i ε

4 }
⇐ idDid (g )

作用 id pid (g) (2 ) : = 番 2 ) = (g)
テンソル積 DD ロ

表現空間 4
^

D 4
^

=品TabeanenlTabeel

( id pid (g)T )
'

= ug . god Ted

岡 双対表現 (反傾表現 )
( V

.
e ) : G の 表現

"

τ= Hom (U , ε ) ( : = ff : V + 41 . linear )

: G → GL (V )
を 次 で 定義



“

g ε G
,
eCg) : V→ V

Ψ

学 → i(g) f
ecg '5
を

( ecg)f ) ( v) : = f ( e ( q-)v )
別の言 い方

基底をとる ⇒Vin n = dim √

] n 成分 たてベクトル

√ a 1 xn行列 =( …o ) n成分横ベクトル
"

f
e[g) : nxn 行列

ecg) f : = felg)

⇒ f(g) e (h ' f = fe (h) 9( g
-

)

= fe ( hg)

= fe ( ghがリ
= f ( gh ) f of は hom

( τ , t ) : 双対表現 ( dual representation )



。 コニタリー 表現 の場合

正規 直交基底 ⇒ e (g ) : コニタリー 行列

V 7 Cf , . , fm ) = f

(袋 ) = f打
( e (g) f )

「
- fecg-y )

「

= ( e (q)
-

)
「
fT

= ecq)
* fT

し 成分 ごとに複素共役

⇒
「複素共役表現」

岡例 :

SU (n ) ロ

⇒ B = (n
,
f )

5 (8) = gk
“ 成分ごとに複素共役

必 事実
SUL2 ) : 5 aD

SUCn) , n23 : 5 キロ



⑪ 一般 の複素共役表現
( V

,
e ) : G の表現

*

→ ( V , e
*

) ,elg ) = ( elg ) ) 」
は 氏の表現 基底をつとって

成分ごとに複素共役

X 必 (v, 9 ) = (V , e
'

)

⇒ ( V , e
*
) = (V , e

'* )

玉、 証明せよ

肉
(V , e ) = (V , l

*

) t 広義実表現
(一般的 な言葉じゃないかも )

s
. t elg) の成分が def 実表現 (real rep . )(
艷

すべて実 )
肉 (V , e ) . ( V

'

, e) G の 表現

⇒ ( Hom (V , V ) , e
'

* e ) EG の表現
儿 回 VDV
A Camonical に

exe A,: = e ' lg) A elg
-

)



特 に

( End (v ) ,
exe )

execg) A : = e (g) Aelg
-'
)



☆ 既約表現
剛定義
( V ,

e ) : 群 G の 表現

。 V コ W 部分ベクトル空間が
「不変部分塞間 」

det rgEG ,EWEW ⇒Cg )w EW

0 例 : (! ) ) は 、 不変部分空間
「 自明 な不変部分空間 」

。 WCV が不変部分空間
⇒ (W

, ew ) ( ew[g ] : = e (s) lw )
が G の表現

「部分表現 」 (sub - representation )

⇒ ( V/W , evw ? ( ()en[ v] : : [ ecg ) v ] )

が G の表現 「商表現」 (quotientrepresentation)

X代表元のとり方によらないことを 示 せ

∞ 行列 に書いたときに (" o ) εw
eig ) =( 1 となる 基底



WCV が 不変直和因子」
det
③ ( ヨUCV st . W

,
U 変部分空間)

V = WDU

基底をとって 花 ) ← W
, 保 ) EU

⇒ [ [g ) = (ピ) ( ブロッケ 対角 )

定義: ( Vie ) が 既約表現 ( irreducible
representation )

⇒def 不( 変部分空間 が (0 !
」
V 以外になり )

。 可約表現⇒ def 既約 ではない表現

σ ( V , 9 ) が 完全可約

⇒det (V . e ) = (V . . 9 . ) …す (Un
,
en )

(n 21 )

( Vi
,
li ) は 既約



式 1 次元表現 は 必 ず 既約

求 既約表現 は 完全可約

戈 可約表現生完全可約 とは 限らない
.

た 完全可線 ⇒ “不変部分空間 が不変直和因子

肉定理 : ユニタリー 表現 は 完全可約

証明 (V
, e ) コニタリー表現
VoW 不変部分空間

WI : = { vEV ! EWeW , <vIW>= 0 }

の V = WOW
÷

② WI は 不変部分空間

② の証明
FVEWI , FgEG ,

EWEW

< eg)v / w )=< elgye ( g)vle (gり w )

( eCy)
”
はコニタリー )

=<vlelgyw)
～

⇒ eCg )VEWI
= 0

AW 肉



Schur の補題

( V
,
e ) , (V ; e

' ) : G の 既約表現

f : V → V: G準同型

⇒
の V .

e ) a (Vieりのとき
(②

h
: V → V∴ G 同型 )

ョ ac E
,
f =ah

②( v , e ) キ ( V!e ') のとき 、

f = 0
ー

系 : f : V→ V : G準同型

⇒ f = a idv ,

ac ¢

「 恒等変換



A量子力学との 関係
群 G

量子力学 (場 の理論 ) に G 対称性 があるとき

⇒ (V ,
9 ) : G のコニタリー 表現

(必厳密に 射は 影表現 。
にの講義では説明しな)》

V : Hilbert空間
) 特( に場の理論で )最初から

elg} : 変換の演算子 分 っているわけではない 。

肉 コニタリー 表現 ⇒ 既約表現に分解
V -@ Va ( どんな Va がありうるか ? は 数学の問題 )

この 講義 でやる 。

肉 Hamiltonian H と可換 や IgEG
,
Helg ) = elg ) H

。 コネルギー E の 固有空間 ( VECV : FIV> EVE
H 1U 2 = E 1v > )

⇒ ( VE . CvE ) は 部分表現 (巫 せ )

多 くの 場合
、

VE は 有限次元

岡 演算子 Ai (
"

すべての演算子
”

の基 )
変換 φ (gTAillg) = A

'

i =Ʃ R:
i
(s ) A ; = (R (8) A ) :

j
IC成成 の行列



ecgz)
'
e(g 、 ;
'
Ail(gi ) e(gz ) : Riig、nes_5 'Ail (q_ )

{ =Ʃ Rii (g . ) Rik (s. ) Ak
j; k

= ( R (g , ) R(8z) A ) i

= 9 ( g . 8_ )
「
Ai φ lgig.)

= ( R (8 , 82 ) A ) i

⇒ R (8 、 ) R (g2) = R (8 . 82 )

⇒ R は G の 表現 ! !

例 : 球対称 ポテンシャル 中 の 粒子

G = SO (3 ) 対称性

elg )
"
xie(g ) = Riilg ) x;

“ ベクトル表現 ( 定義表現 )



5
.

Lie代数の導入
☆ 群 の 難 しさ

かけ 算 の 構造 しかない !

例 : SO (3 ) 3次元 の 回転良 く知っているはず ! ?

(Y軸まわり 45回転) 、 (x軸まわり30回転 )
= し ?軸 まわり ? 回転 )

:

無限個 の積 のルールの集まり
、

群
」
の 分類 、

表現 の分類 ⇒ 難 しい !

比較 : ベクトル 空間 線型性( → 基底 の 性質が分かれば全部分かる)
便利 な 道具 : Lie 代数



A Lie 群 と Lie代数
だいしたい )

。 任意の元のまわりで
肉 Lie 群 G 座標がとれる ⇒次元」
det
ゃ . G は 群 で 多様) 。 微分 という概念がある

。

。 積
、

逆元 の写像は 何回でも微分可能

必 これまで挙げた群の例 はすべて Lie群

Lie代数
ルe代数 )

Lie群 G ⇒ g : = 近 の 1 における接空盟 )
h

ベくクトル 空間 として )

盛入接するな空間”
=

: 接空間

少 し 式で書くく

f : ( - 1
. 1 )

→

G
,

floy = 1
(開区間 )

貳



1 のまわりで 座標 xi
,

i = 1 , … , dimG

x
"
= 0 ⇐ 1

f (t ) の座標 xilt )

5(比) ⇒ 凹“ 速度" → ベクトル

ベクトル空間 の構造 ! !
oZ : ={flt) りいろんな }

m

ベクトル空間 として

E : り 、 さいとき

Gaf (E) = ItEX ,
XEL

Lie代数 は ～ 無限 り 、 変換

G の 中 で 1 の 近 くは g を 考えれば分かる
かもしれないけど …

G の 積⇒ Lie代数 の ?

f (tl : 上 で定義 したようなもの

. Ig ε G Fitl : : gflt) ⇒ F(0 )
= g

FCO) は g での接ベクトル



F(E ) = g ( I + EX ) XEC は

g

-IF(ε ) = 1 + EX gでの接空間さっ 1での接空
「

これが分かればこれも分かる

* f (E ) ε G ⇒ f(E )NEG

XEG → etX : =of (型
も :有限 ≈ ( 1 + * )NM

→ t について Taylor展開
etX = Itt×+ itX

'

e …

積 こいつらは
gの元では

ettety = etz ヨ

ZEOL
ないかもしれない

↳ Lie 代数 の 構造 ?

↓Baker- Cambellp -Hausdorffの公

Z = X + Y + it [x , と ]t ビ ([× .[ ×.YJ ][ Y[×,]
t …

ー
カッコ積 [ ] 、 線型結合だけで書けている

積 は 含 んでいない



Lie 群 G → Lie代数 y
( 1 での接空間 ) ベクトル空間

,
[
,
]

%
# etメ : だいた土

囲 について
l

群 G .

多 → G Lie代数
→

Gz ず
∴

G

: 単連が存在して 唯一

og

1
.道巡連結 」刻の 道は連続変形で

つながっている
“

単連結”
例
単連結 SU (2 ) → su (2 ) Lie代数

連結だが
國 ↑

単連結でない SO (3 )

@ 連結でない O (3 )

連結でない
dit :
0

柴成



A☆ 定義
Ik Lie 代数 y

.
IK = IRor ¢

I
. G は 1Kベクトル空間

I
.
[
,
] : G × f → OL

が 次を満たす
X

,
Y
,
2 tof .

a
.
b
.
calk

の [axtbと, Z ] = a [ i , I ] + b [ Y, 2 ]

② [X
,
Y ] = - [Y , X ]

③ [ X , .[ Y , I] ] *[* ,[ ]* [ 2, [ X , Y ] ] = 0

ー

(
"

Jacobi 恒式" }

必抽象的 な K ベクトに空間、 [ , ] の構造にのみ注目する 。

ー

dim cy : Cy の次元 = g の 1K-ベクトル空間 としての次元

必 この 講義では有限次元Lie代数のみ取 りあっかう。



例! に √ : 1k “ ベクトル 空間
End (V ) : = { X : V→ V

,
linear } = gl(v)

[X
,
、 Y ]= XY - YX

Lie代数として

記号fl (N ,ilK) : = End ( IK
" )

例 2 : of = k" ,X , YEg [X , Y ]
- O

" Abelian Lie 代数 "

m

1K = 1R のとき 、

U ( 1 )

RLie代数
例 3 : su (N ) : ={ XEEnd (CD !

X
= - ×

,
+rX = 0 }

[ X 、 Y ] = XY - YX

玉 。 SU (N )が [
, ] で 閉じていることを 示 せ

. dim Su (N ) = ?

例4: sO (N): = {XEEnd(IR ^)/ Λ Tた - × }
区上 と 同 じ

例 5 : usp( 2 k ) = { XEEnd(
εK
) I ×E - X , XF + JXEo}

ただしすた(
^

! "



例 6 : Heisenberg 代数

of =< p, q .

z >
.

[ P, q ] = で
、
他は可換

ー

身形園的 ep → 単連結 Lie 群

su (N ) → SU (N )

SOCN ) → Spin (N ) ( SOCN」でないことに注意 )

usp (2 k) → USp (2 k )

基底をとる
Ta

,

a = t. , . …,dimog
⇒

X = X
^

Ta

K
[Ta ,Tπ JEL

⇒ 基底の線型結合で表せる
[Ta , Tb ] = fabCTc

fabC : 構造定数 (基底 のとり方による )

(⇒ g の構造 を 有限個の数で表せる 、 (f 群の構造 )
例 :

su (2 )

Ta : a = 7
.

2
, 3

T.
= ( ? ! ) 」 ただ

(

:^ 0 )
、
なだ ( ! 」 )

← 完全反対称 、
Ei 23 = 1

⇒ Ta, Tb ] = Eabc Tc

必物理でよく使われる Convention とはで倍異なることに注意



☆ 複素化 、 実構造
CY : IRLie 代数

* , 4Lie数 cyC . =① Ta Ta : gobasis

GY の複素化
例 :

su (2 )
C
= sl.. ≤ ) : ={2 × 2複素行列 traceless )

Suに )に221 RTa} 思い34 Ta
slz と 略記

so(2 , 1 )¢= slr ( 複素化すると同 じになる

SO(2 , 1 ) のLie代数 IRLie代数がある )

⑪ は . C Lie代数 の実構造 とは

T : g → oT で 次をみたすもの
a

.
bE ¢

, X ,Yeg
。 )= X
。 (atb! ?= at ×Ttb* yt

。 [ X ,
Y ]+= - [ x

+
, y

+ J

必行列 のエルミート共役 を抽象化 したもの

必一般に実構造 はいろいろある
。



t : g の 実構造
⇒ g : = { ×ε gI ×+= - X } = Imog

は IRLie代数 「

実形 」
たるんここだけの記号

ー " real form "

RLie代数
Y→ 複素化go,

+

@
=- Ta )[Ta) 家

1 : 1

0 g を 考えるかわりに ¢. + ) を考えてもよい

0 十 によらないことは g
4
の 様々 な実形 に共通

ー

例 :

tz= 〈 Ta. a

= 1 , 2
,
3 > [Ta , Tu ] = EabcTc

Eabc : 完全反対称
E23 = 1

i ) 実構造 をの 1

Tat = - Ta → Im stzsa ( z )

バ ) 実構造 その 2

iた
T たo っだった 、

「だニーT3
→ Im slz = SO (2 , 1 )



☆ 言葉
y

,
8 : Lie代数

mapf : G → L が 準同型( homomorphism )

き 、 線型
,

“
X
.
Y ε g .
f ( [ × , Y]) = [f(×) , f (y)]

チ : 準同型 全単射 ⇒

。 f を
「 同型 (写像)」 ( isomorphism )

. og と f は
「

同型 」 ( isomorphic )

必同型 な Lie代数 に共通の性質に注目 する

直和
ogpf : ベクトル空間 として 直和

Xさ X2 , Y、 + た ε OGpf

Y : 4

⇒ [ Xさに 、Y+= [X, " ] t [2 っと 1



☆ 表現
y : Lie代数

.

V : C ベクト!ル空間 、 C : y →End( v )準同型

det
③ (V . e ) を g の表現

. dim V を 表現の次元

。 V を
「表現空間 」

「

g 加群」
「 多重項 」 …

。 C が 単射 Uet 「 忠実 な表現 。

(faithful )

。 基底 Ta に 対 して e(Ta ) ε End (U) st .

[ e (Ta) , e (Tb ) ] - fabCe (Tc )
なら 9 : g → End (v) linear が決まって (V . e )

が表現



, ( v. e ) . (V' ie ) :Cg
の表現

. f : VTVI linear
.

st.FXECL
fe (x ) - e

'

cx ' f
⇒
det
f は Y 準同型

。 f が y 準同型かつ全単射のとき、
5 : Y同型

(V . e ) , (ViG' ) は同値 な表現

必同値な表現に通の性質を 考えたい

例 1 : UXE 8
,
e (X ) = 0

( V
, e ) は 表現 ( 自明な表現 )

例 2 : su (m ) の 基本表現 V=¢
n

( そのまま 行列で表す )

Adjoint表現( 重要)
V = cy

⇒ (g
,

ad ) : Adjoint表現
ad (X ) Y : = [ X , Y ]

(他にV を 持 ってくる必要がない )

* Adj表現が表現であることを示せ



コニタリー 表現
V : C ベクトル 空間 、 エルミート内積付 き

( V
.
e ) : 表現 st . Xy .e ( x)た- 9 (x )



☆ 表現 の作 り 方
( V

, e ) , ( V1
,
9. ) , (V2 , 92 ) : g の表現

曲 直和
(V .

、 l )は (V2 , k ) = ( Vi * に , l . p た )

e .p _ (λ )÷ C, (× )の _ (X )

、 テンソル 積
( V. ,l . ) *(Vi , 2 ) = (V . DV .

,lxz )

e. め z( x): = l .(×) * 1 + 7 * (* )

政表現になっていることを確 かめよ

例 su (n ) ( ε^ , id ) 基本表現 ロ

id (X ) = X
DPD = ( 4

^

* o
^

,
id nid )

VDVaI wiseixej = n

( id xid (× ) w )
i ;
- N

' kwkitx' kwik



曲双対表現
( V , e )

9 (× ) = - 9 (X )
T

曲 複素共役表現 ( IRLie代数の場合 )
( V, e )

e (*
*

) = e (×)
*
( 成分 ごとに複素共役 )

X コニタリー表現 の場合 は 双対表現 と 同値



☆ 既約表現
( V .

e ) : ofの表現

四不変部分空間 WCV
“
XE 8

,WEW ⇒ Q(XIWEW

⇒ 部分表現 (W
,
ew )

商表現 ( V/W , evN )

。
{ 0 } , V 以外 に部分表現がない

⇒
「

既約表現 」
。 既約でない 表現 = 可約表現

完全可約 : 1 つ 以上の既約表現に分解できる
。



☆例 :2 の 有限次元表現
st2 = s1 (2 , 4 ) = sU (2)

4
= O( 2, 7 ) 4Sull , r )4

( basis E = (8 : ) ,
F = - 1 % )

.
H = ( 6 ; ) )

[ H , E] = - 2 E . [ H 、
F ] = - 2 F

“

(2 J3 )

( [ E . F ] = H )
VI 9 ) : 有限次元表現(内積は考 )

⇒ 分類 したい 、

Lemma : C( H ) は 対角化 できる 。 (証明略 )

Re が最大の 固有値 λ
,
固有 ベクトルの 1 つ 1入>

e (H ) 1λ> : 入 1入>

⇒ e ( E ) (λ) = 0 (∵ e(H ) e(E ) (λ)
= (λ+2 ) e(E ) I》

↑
Rei、 は最大 だったので

= 0
入t2 は 園有値では

1×>
)
,e (F ) / λ>

,
e (F) P1λ

)

, …

ない

有限次元なのでどこかで O

になるはず ! ?



有用 な考え 方

Vn: = 〈 11 - 2n ), n
= 0 , 1 . 2 .… ) (無限次元 )

e(
H
) 1λ -2n) = (λ _2n ) /λ -2n)

↑ (E) (λ) = 0 ⇒ θ~(E ) 1 λ -2m - 2>

」 (F) 1× -2n) = 11 _2n - 2) = an 1 ,λ - 2n)

( Vx , l )は2 の無限次元表現
( M を ) Verma 加群 」

( x̂
.

T) から有限次元表現を作れるか? ?

① 有限次元部分表現があれば …

⇒ 無理 ( 返 証明せよ (ヒント 背理法
を 用 いよ ) )

②無限次元部分表現W → 商表現が有限次元に

なりうる 。

ー

Q (E ) ~」; (E ) XIEを戻れない可能性← 粼
←
→

1λ> 1λ - 2> 1λ - 4> 〉
… 1 , 入-2n

>

～ → →

π (F ) (F) ; (E )

β
これがとぎれることはない



↑× (E) /λ -2n -2) = 0
'

singnlar vector
"

r
。

( E)1 λ -2n -2) = (E); ( F)1λ - 2n>
= : an 11 -2n〉

= (( H) + ' ,(F)T ,、 (E ) ) 1 λ -2m>

= (λ - 2n + An- 1 ) 1 λ - 2n>

am =λ -2ntamt ,a = 0

=込 - 2n\+λ - 2 n+ 2)+… + 入

= n) に入 _2n )

⇒ λ 0.1 . 2 , …
ョ
WC 入 不変部分空間

このとき W =< 一 λ 一 2k)
、
K = 1 , 2. 3… )

X : = X/ W, 9 x: es(×)[ 14 >] = : [ e; (× ) 14>]
W
の 元を O と 思うず

( Vx
,
ex ) は 有限次元既約表現



f : Vx → V g . hom
,単 、 (

V
, 9 ):有限次表現

f ( 1 λ - 2n) ) = e (F)
”

1λ>

( Vx
,
9,x) ≈ ( f , 9 lIm5 )

同値
⇒ Imf 以外で最大の 固有値 をとってくりかえす

ー

結論 : 、sz の 有限次元既約表現は
(Vx

,
lx )

,
λ= 0, 1 , 2 . …

に 同値

。 Srの 有限次元表現は完全可約

( X; su (2 ) のスピン ; 表現 = (Vzi , lzi ) )



6
. 単純 Lie代数の

分類

☆ イデアル

g : Lie代数

はコ 8 が 部分代数( subalgebra )

⇒deff部分ベクトル空間、 [ , ] について
閉 じている

曲 og o 8 が不変部分代数
」

「

イデアル」 ( ideal )
def
⇒ EXEY

, TYEL → [ X , Y ] Ef
( Adjoint表現の 不変部分空間 )

Yof がイデアル

⇒ cy /8 は Lie代数

⇒ [ , ] を定義 せよ 、



oy

が 半単純+ Abelian なイデアルを 持たない

G が 単純 dtG はAbelianでなく、 かつ

{0 }
,
は 以外にイデアルを持たない

。

☆ 目標
複素単純 Lie 代数 の分類
答
Ar : γ= 1

,
2
,
3
,

… ( =su ( ret ) )
①

Br : √= 2, 3 , 4 ,
… ( = SOC 2rtl )

(
)

Cr : γ= 3
,
4
,

… ( = usP (2r )
← )

Dr : γ=4 , 5, … ( = sω (2r )
と )

E6 ,En
,

E 8

F4

G 2



☆ 内積
g . :Lie 代数

不不変対称内積」 ( , ) :

oY の (正定値 とは 限らない )対称内積 (
、 ) であって

“
X , Y , 2 tg ( [× , < ] , 2 ] = - (Y , [× , 2])

を満 たすもの 、 ( adjoint表現が反対称 )

必 CLie代数 であっても
、
エルミート内積ではなく 、

対称内積 を考える。

。 例 : (V
,
e ) : g の表現

( X ,
Y ) = Tπ ( e (× ) e (Y ) ) (表現 による )

区不変対称内積であることを 示 せ

。 gab : = (Ta
,
Tb ) [Ta

,
Tb] = fabCTc

⇒ fabc : = fabdgc
= (Ta

,
Tb] , Tc )

は完全反対称



g
: 1 RLie代数 、( .) : 不変対称内積

。 (g ,
( , ) ) がコンパクト Lie代数

<det( , ) が 正定値

☆ 様々 な 定理

囮 次 の 2つは 同値
( 1 ) g は 半単純

い (× ,Y= T π (ad (x) ad(
Y ) ) が非退化

( det gabto )

半単純 Lie代数はいくつかの単純Lie代数の直和

肉 単純 Lie代数 の 不変内積 ( , ) は,VX,Yg
( X .
Y ) =λ ( λ , Y )ad

曲複素単純 Lie代数にはコンパクトな 実形がただーづ
存在 する (内積の正数倍

をのぞいて )

間 コンクト Lie代数はいくつかの単純Lie代数と Abelian

Lie代数 の 直和



☆ Cartan標準形
Y: 複素単純 Lie 代数

曲、
定義
cgof が Cartan 部分代数 」

⇒det次 の 小 にいふを満たす

" f は Abelian 部分代数

2 ) 特 KCg となる Abelian部分代数 K は
存在 しない

3 ) ad (8 ) は 同時対角化可能
( ヨ basis Ta s.t . FHEL ad (H )は対角行列 )

肉 定理
J のとり方 は 共役をのぞいて 一意

f → 8 : exp (ad (x ) lf
( Xcg )

曲 定義 : dimf : g のランク ( rank )

必 Lie代数 y 。 次元 dimg
.

ランク rank oy
がある

。



ここから 先 f を 1 つとってきて固定

ルート
ad (f ) の 同時固有 ベクトル Eα

[H ,
Eα] =α (H ) Eα

α : f → 4 linear

αtf
固有空間 ofα

定義 : 上 のような Eα キ o が存在

⇐ α を
「ルート」 ( root )

0 : = (ルート 全体 ) C 8
て部分ベクトル空間ではない

⇒= f品) と 分解



肉 すぐ 分 かる 性質
。 [ Eα

,
EBJtyatβ a +β to

堅確かめよ 、

。 [ Eα ,
E . α JEf

。 (
, ) : 不変内積

( Eα , E β
) = 0ifα+β o

延 確 かめよ

方針
dimga= 1 if α to を 示 す

⇒ Y= f は 〈 E α, α t 0 >凶
Cartan 標準形

H . H
'

ef

[ H ,
H
'

] = O ← 8 の 定義

[ H , Eα] =α (H ) Eα ←α の 定義

[ Eα
, EB ] = 0 ifα+β O , α+β キ O ← さきの事実

ヒ

[ Eα
, EB ] :Nα

. β Eat β if α+β to , α+β to

[ α
,
E -α] = Hα キロ

↑ Ef
← 示す必要 あり

、

J



ay 3 sα : = LEα . E - α , Hα 7 = slz

⇒ (f ,ad ) は1 x ≈iの 有限次元表現
⇒ 分類がある ! !

止
ありうる σ の 分類⇒ G 1 の分類

( β がOだけから決まること )

末 0 の 構造
(X ," : = C

( ,)ay = Ctr (ad (× ) ad (Y ) )

非退化 C 70 1 っとって 固定
(後で便利なようにとるかもしれない )

岡補題
の ( Eα ,

Eβ ) =0 ,α+β t 0⇒ tO ⇒ - αGO )
② (H ,

Eα ) = 0 ,
α40

証明の TH
'

f ( [ H ', E α ] , E β ) + ( E α . [ H ! Eβ J ) = 0

= α(H' ) +β(H) Eα ,βo
+ ra

)
⇒ ( E α , EB ) = 0 ② も同様囮



② ⇒ f oga α t 0

⇒ (
, ) ly は 壮 の 非退化内積 ( gIJ )

L → f linear ,bijection (g] ,

gIT で
添字の 上げ下 )げ

H → ( H .
% )

よa入 線 Hef (Hx , H ) =λ ( H )
と 決める

8 a 入
,
λ

⇒ (λ , λ ) : = ( Hx , H入 )

題
④ [ Eα

,
E-α ] = ( Ex . E - x ) H α

VHE8 に対 して

( (左辺)
,
H ) = ( (辺 )

,
H ) を 示せばよい、

凶証明せよ、

⇒ ( Ex
.
E-α ) = 1 となるように Ex

,
E -α を

規格化



⑤ (α
,
α ) t 0 α( BEO )

⑥ (β)
ニ : Ca

、 β は 有理数

⑦ (α , α ) > 0

諏
V : =

能Yβtjα

(V
.
ad ) Sa : :〈 H α

.E
α
, E-α 〉 =2

の 表現

Exadl )
～

ad (H2 ) = [ ad (Eα ) , ad (E - x ) } ad(F-a )

β-2α βな

⇒ 苫 ad a( ( 0 シ
δ
=Ʃ tな ( ad Ha ) = 予 ( βti α ) (Ha ) dimoyβti α; ofBtja

冷( (Hα ) tj α (Hα ) ) dimogβtiα

β (Hα ) 予 dimgβtia =α ( Hα ) 予 idin gBtix …* )



α (Hα ) を 仮定
⇒ 0 =β (Hα ) : dimoyBtia
～ 20

⇒ β ( H α ) = 0 ⇒ Hz はすべての 元 と 可換
⇒ CHα は 1 のイデアル
純
⇒ Ha = 0

α も o に矛盾
⇒ ⑤ 4 ,

α ) に α (Hα ) .
) も 0

凶

⇒ (α . β=区 、 α
)( β , .

α)

_(H
α(Hα)

-
気dinayai
Ʃ dim ofa
j

⇒ ⑥ C
αβ

は 有理数



(α ,
2 ) = ( Hα , H α ) = Ctr ( ad (Ha ) ad ( H α ) )

= C Ʃ tr [ ad (Ha ) ad (Ha ) ]
BEO OYβ
“ 固有値 の和

= ( 臨 β (H αP dimoye
冢

(α , β )
R

= (α.α )( 歳Cxdimoys

(α
,
2)= C 長臨 Ca β 'dimgs 70 ifc 70

⇒ ⑰

定義 : Sα≈ z の 基底

ha に)H α 、
ex に Eα 、 にっ E

の

⇒ [ ha , Ca] = 2 ex
( 前 に 出 した S2

[ ha
,
f2 ] = - 2f

の 基底 と同 じ )
[ ex , fa] - ha



⑧
α EO ⇒ dim fα= 1

証明
( ex , fa , ha ) を 1 つとる

dim g-α 22 を 仮定
⇒ CY-α ∂

ヨ

Yt0 st . (ex ,( ) = 0

ad ( ex )Y = [ ex
,
Y ] : (ex . Y ) Ha = 0

とは highest weight state
しかし ad (ha )Y= H α

、
YJ

=
二 (- α (Ha ) )Y
(α,2 )

= - 2 Y

ha の 固有値 が 負 ⇒ 矛盾 囮



☆ 単純ルート 、
Catan 行列 、

Dinkin 図

囮
ルートは IRベクトル空間 を 張 っている

定義 :

8R に ω IR α

JIR に 01RHK
ー

JIR と R は 1Rベクトル 空間 として 双対

補題 ( ) は fIR 上 で正定値
② FHE fIR

< H .
H 7 = 2 tr [ ad (H ) ad (H ) ]

BEO OfBC 1次元

=β ( H)と

β (H ) は実数 ⇐ H= axHa Ax :実数

β (H ) = な
aαβCHα

に交ax( α,β)



間正 ルート
Ho EfIR s

.

t
.

t
α to α (H 0 ) tO

Ho を選んで 固定

λε FiR ⇒ λ (H 0 ) ← IR を
「 高さ 」

hight

(必 1 方向選んで、 そっち 方向 の座標 を高さ 」 )と 呼 んでいる

定 αε O が 「
正 ルート」 (Positiveroot )

⇒ α (Ho ) > O

「 負 ルート 」 (negativeroot )
⇒( α (トHo ) < O

正
。 □+ 、 = (正ルート 全体 ) →

性質
0 -: =( 負ルート全体 ) 負

←

感
ッ
、

…、、
θ 0 = 0t 0 D -

Otno -=θ

. α EO+ ⇒ - α EO -

。 α
, β EO+ α+ BEO ⇒ α+β EOt



. 単純 ルート
定義 :

αε O + が β irto+ を 用 いて α : βtr

と 書 けないとき
α を 「単純ルート」 ( simple root )

T 1 : = ( 単純ルート全体 )

補題 :

。 単純ルートは「 個ある# { α^ … … α rに π )
。 α… …2 r はR の基底 になる

。

。 α , βEI ⇒ α - β O
∵ α- β EO を仮定

( α
- BEOt or B - α ED+

)せわちの場合 α- β=γε O+
α=β tr ⇒αεπ に矛盾

⑪
α , BEH

⇒ Sα : = 〈 ex
,
fa

,
h α ) の表現 を考える

adlex ) E - . β= [ex ,E - β ] EYa-β= 10 }

= 0
E - β は highestweight sTate



⇒ ad ( ha) E -β= PE - β PE 420

P = - βCha )

=

一区、 α )
2 (β . x2 ( ( β, α ) ≤ O )

同様 に

2 )= - 8 . GEz0

( 必 P = 0 や q = 0 (* ( β , α ) = 0 ) )
⇒ 4 (2

, β )
?

は∝ ) (β , β )
= Pq

α と β のなす 角 θ

(α
, β ) =取)(β, β ) cos θ

4 cos
:

θ= Pq ⇒ cos θ = ー 惑
「F

= - 1coS θ= 0
,

- , - Σ、 一河
、

-

シ
,

一所
.

…

WLost < - 1
α両房positiveに矛盾



θ π て
π π5π丂

1 R
COS θ U ミ 一

Ʃ 一冷
(P , q ) ( 0 , 0 ) ( 1 , 1 ) ( 1

,
2 ) ( 1

,
3 )

(2
,
1 ) (3, 1 )

長さの比 ? l に I l : Ʃ B

山
。 す

。
Ysmz重項 超め

β

す*
.

**

^)

jrsne重項
曲 Cartan 行列
= { αy , … 、 ar }

Aij :
= 2(2i (必郯 ) の定義のよらな感)
(αj ,αj )



性質
1
. Aijf4

D 2
.

Aii = 2

3 .

itj
. Aij ≤ O

4 . Aijto ⇒ Ajitol
5 . A = BD D : 正定値対角行列

B :正定値対称行列
Bij = (αi , αi )
Dii=αT

Dynkin 図 Aij → 図

θ r 個 。 を 書 いて 1 ~ r のラベルを付 ける

。 itj Aij = Aji = - 1 なら 1 本線で結ぶ

Oー0
.

i 」

。 iti Aij = -2 なら 2本線 で 続ぶ
、

くを付ける

0⇐ ( 長さの比がƩ : 1
.

i J (短い方 ) く (長い 方 ) )
. it ; Aij = -3 3本 こ

。き
.

i 」



肉 ここまでのまとめ

複素単純 Lie 代数 f → Cartan 行列 ⑥団満たす
Dynkin 図

分類 のためにやるべきこと

くい ⑧ を満たす
Cartan行列 の 分類
Dybkin 図

(2 ) ②を満たす
Cartan行列 → 複素単純 Lie代数 y
Dynkin 図 ヒ 意 )



( 1 )

r : rank = 4 の数 )
Ar ローローロー……

0

Br OーO～0 - - …0-0=0

Cr O∞～0ー…0ー00

P
Dr ローロー- ou-R

0

0

1E0
0ー0～0-0ー0

PEク O0ー0ー0-0ー0

E 8 0ー0ー
Pーー0ー-0

F4 9～0=0～02

G 2
0≡0)

証明 : さ
、
上 に挙 げたやつが② を満たすこと 。

⇒ 1 つ 1 つチェック

な 。 上に挙げたやつ以外 は ②を満 たさないこと

事実 : 部分図がダメなら 、
それに何を付け足 して

もダメ

⇒ ダメなものを 列挙⑥ 上の分類から作った
extended Dyukin図

⇒ 上 に挙げたものしかない



高さ
X extended Dynkin 図

highest root θ : 高 さ
」 が. oいちばん高い

α 0
: = - θ root Aj

ー

2 (α i ; α;上A i;
=

(αj ,αi )
i
, j = o .- ,
r

*
この A
^

ij は 0 固有値 を持 つ

⇒ ②の 5
.

を満たさない 、



( 2 ) Cartan 行列
⇒ Lie 代数

Dynkin 図

ei
,
fi

.
hi を 用意 f : “

常

4 hi

i = 1 , - , γ

交換関係 (
。
和はとらない )

[ hi
,
ej ] = Ajils

,
[ hi

, fi ] - -Aiifi
[ei

,
fi ] = hi

[ ei
, fi ] = 0 ( it ; )

(y ,

ad ) は
必 Lei

,
fi

,
hi ) i2 i aslr

これの有限次元表現( itj , fi はAinh .
w. s .

( になるべし
weigh+ -AjiR 0 整数)

i( も j )

(adfil
-Ajifj = 0

同様に

Cad ei )
- Ajie

;
= 0 Gy=f①CEα

α妨
ー

… … (ei ,es (

, l} ) ⇒ Ex ,

αEOt ) ⇒… [fi ,[55.fk] ) ⇒ E- α
1- αt -



例
ュ 。 さ )

Eα 、 = e

Az Eαz = Cr

e, f, h ,

[ey ,C2 ] =Eαtα も 0
α

ezifr
,
h 2

E-α 、
= fi α.

な

E
-α
2
= f 2

E
-α、-αで [f. if_]

ー

α 1 22 、tの 2Bz *

約のな

2 戦 )

堅 G2 のルート 図 を作れ

ピ
- 3

?に )



7
.
単純 Lie代数
の 表現

☆ 概要 分類終わり
ゲージ理論 d

。 ゲージ群 ～ →コンパクトLie代数 f

。 物質場 ～→ 1 のコニタリー 表現
↑
これから分類したい

場 のスピン」 = Lovenな代数の 有限次元表現 さ
(単純 Lie代数 )
非マンパパット

これからやること

複素単純代 の有限次表現 …#

↓ ↓
コンパクトな 実形 のコニタリー表現 → ゲージ理論 の

へ

(適当な内積で ) 物質場の分類



# )
既約表現 の分類
完全可約であること (装限次装の分類現)

D ウェイト
f : 複素単純 Lie代数 飛 これまで 導入 した notation )

( V
,
e ) : 有限次元表現

定理 : 8 の 元 は 同時対角化できる (証明略 )
ー

同時固有 ベクトル 1λ>

Hof e (H ) (λ>= 入(H ) 1λ>
λ tf

λ :
「 ウェイト 」 ( weight )

α εO )

e Exe((H) ) (λ>= e (Eα ) ( e(H ) +α (H ) ) (×>

= (λ ( H )+α (H ) ) e (Eα ) 1λ>

= (λ+α ) ( H ) e ( Eα ) 1λ>

⇒ β ( Ex) をかけるとウェイトは α 足される

e ( Ea) ,
αEOt ( raising operator )

e (E- α) : ( lowering operator )



剛 基本 ウェイト
αEO+

< ex
.
fa

,
ha =:α√ ) =A 2 aSz

V は A α の 有限次元表現

e (α) 1, λ>=λ入( α^) ( λ )⇒
λ

( α)εX

単純コルート αi に 対 して λ (α* ) εx
= : λ i

,
i = t , … , ト

witf
,

i = l… ,
r を

ω i ( α' ; ) =δij となるように 定義
「

基本ウェイト」 ( fundamenta) weight )

λ i =入 (2ど ) ⇐ 入試入 i ω i

成分表示
λ= [λ^ ; 2 .… …入 v

]

「Dynkin ラベル 」
( Dynkin label )

( λi ε 4 )

必 ルートは Adjoint表現のウェイト
特 に 単純ルート αj の Dynkin ラベル αj (x* ) = : Aji
は Cartan 行列 の成分



☆ 最高 ウェイト

高さが最大 のウェイト 入
λ(Ho)

(Hoff は αi (H0 , o)
となるようにと、そ fix

⇒ le(ei) λ) = 0 (⇒ λ i 20 )
1λ) に elfi ) をかけていってできるベクトルの
張る 空間 V× CV

定理 : …V λ は不変部分空間 (明 らか )

。 (Vx , evy ) は既約表現 (Sh の表現論から
従ら )

U . 9 ) は完全可約

逆に (λ)
, XH ) (λ>= 入 (H ) |×>

λ (α: ) =: λ i 20 ( dominant weight )

ex (ei ) (λ>= 0 ( (λ) : hws )

ex (fi ) をかけていって 、zの 有限次元表現になるように
する

⇒ VX ( Vx
,
lx ) は 既約表現



dominant weight λ ( λ(x* ) = : λ i 2O )

dlil
有限次民既約表現 ( Vx

,
9x )

例
Az = sls ( コンパクトな 実形 = sU (3 ) )

Oー0

Cartan行列(? 1 ) ⇒ α
1
= [2 . - 1 ]

α
z
= [- 1

,
2 ]

hw. αα
のtのん

λ= [ 1 , 0 ] から作れる表現 X' ωzcAe 2重項 の hwis

ウェイトは一α ,
←

↓ D[fu) [ 1 , 01 Ψα 2

基本表現
。

[- 1
,

1 ]
e (fz ) る 表現

,
B

? 入

122重項入の
h .w. S [0 、 - 1 ]

λ= [ 0 , 1 ]
IO .

1 '
>

反基本表現
[ 1 、 - ]5表現

← B
[- 1 , 0 ]

凶 G 2 の表現を 作ってみよ 、



☆ テンソル積
( Vx

.
9, ) , ( Vx , lx ) irvep

⇒ VXDV, = ( irrep の 直和 ) に 表 した ! !
!

最高ウェイト λ+λ 1 λ+λ) = 1 x>* 1λ
'

)

= VXt④ ( 残り)
この 中 で最 も高 いウェイトをさがす

燾
絶対 できる方法

例 : Az ( 3.コンパクトな実形su (3 )、単連結な群SU(s) )
hw [ 7 , 0 ] → 基本表現
√i1 , o3 ① V[ i , o }

= V[2,0 ] …
_
α 、
[ 7 , 0 ]
贓

α= [2 . - ] [- 1
1 ]

α 2 = [- 1 , 2]
ー α ,

[2 , 0 ] →
[0 , - 1 ]

τ

α 、
[0 , 1 ]

- α 2ー

←

[E
2

,
2]

×
[ 1 , - 1 ]

ゝ と
α

- α2 [
- 1

,
O ] 6 次元

↳
-αと [ 0 , - 2 ]



残り
[0 , 1 ]

α
z

[ 1 -]
τ

E 1
, 0]

V[ 1 , 0) D ViI , 0 ] = V[2 ,0 ] K01 ]

つぶしは効かないが、 うまいやり 方 はいろいろある 。

(Young 図等 )

。 便利 な表

Slansky . Phys. Rept . 79 (1981 )
"

Group theory forunified model building
"

Yamatsu
,
arXiv' : l 511 . 08771

"

Finite dimensional Liealgebras and their representation
"

。 Mathematica パッケージ

LieART ,
ardiv : 1912 . 10969



D Dynkin 指数
( , ) の 規格化

Y のルート α の長さは 1 種類 (ADE ' simpylaced )
または 2朱重類 ( BCFG )

長い方 のルート α (α
、
α ) = 2 となるように ( ) を決める

。

( long root )

定義
⇒ α=区α2 Ha = Hα

(V
, e ) : g の有限次元表現

tv ( e (× ) e (Y ) ) = I (v. e ) ( X , Y )
v
～

↑
「

Dynkin 指数」 (Dynkinindex )
I (U, e ) を I (U) Ile )

I (UD ,
7x) を I (λ ) と書 いたりする

。

(人 によって 記号 は 異なる )
例 : Us simple root 1っだけ αpe , t . hi
λ= 1 表現 (基本表現 )
e .eπ ( 86 ) ,

fe.l) = ( 98 ) ,nel 、)= ( 6 -
i

)



Che
,
h . ) = 2 ( long coroot )

tre( Ch 、 se 、 (h 、 ) ) = 2

⇒ I (」\ = 1 ) = 1

一般の 入表現 (1 = 0 , 1 , 2, … )

exch 、 ) = (
I
-_

… 1し ー入

tr ( ex (h. )ex(hi ) ) =λ入 -2t… + (1- 2)

= 2 ( λ+( λ- 2)t… + i ' ) λ : odd

{2 (λ+ (λ_ 2)t… + 2 ) λ ieven

⇒ I(λ ) = ? + 3
'

t … + こ tiodd{ 2 + 4+… + ぬ λ ieven

E9 .

ICadj ) = 4 ,
I(Λ=3 ) = 10

I

"

(λ=2 )



肉直和、 テンソル積
I (v, e )( vie ') ) = Ilve ) + Ilv'ie' )(い

“ なひ]

I ( (Vie )

の( v!,e ') ) = ?

e';( x) = C(x )7 t 1 De '(× )
simple

Ir De(Ix ')Lexe ') (Y)] Tπ ( e(X ) = 01
VDV 1

=苫い [C
(×)pttlDe

'
(x) ) (e (Y )D 1 + i * e

'
(Y) )

=い[e ( x)e (Y)*1
+ 7 * e ' l ×)e ' (r ) )

= I (V) (X ,Y ) dimV
'
+ I (v

'
) (X, Y ) dimV

= ( ICv ) dimV
'

tI(U) dimV ) (X, Y)

⇒ I(VDV
' ) = ICU) dimV

'

+ I (U' )dimV



例 st3 (su (3 ) )

[ 1 , 0 ] D [0 , 1 ] = [1 , 7 ] の [0 , 0 ]
[ I[ [1 , 0 ] ] = 1 = I ( [ 0. ]) adj

↴dim [1, 0 ] = dim V[o, 1] : 3 .
Il[0, 0 ] ) = 0

I ( [1 . OYD [0 , 17 ) = 1 × 3 + 3 × 1 = 6 = ICC 1
, ' つ )

必物理 の 文献 の 多 くでは (Eg .
Peskin

, Schroeder )

C(Vye ) = ZIlv. e .

)

を 用 いている
。



☆ 2 次 の Casimir 元

su2) のとき J
2
= J

、

'

+ JitJ」
:

の 一般化

⑪ Universal enveloping algebra

cy : Lie 代数 [ , ]はあるけどかけ算はない
居場所を作る

。

Ta : a - 1 . … , dimCy basis

UCog ) =¢ の 感 (aisicanT、 … Tan )
¢倍 、 和 : ベクトル 空間 として

積 : 形式的 な積
、

結合則
.

ただし 関係 TaTb - ToTa - fab
'

Tc = 0
必基底 のとり 方 によらない 。

( V
, e ) : g の表現 ⇒ U (oY ) の表現

e (×Y ) = e (× )9Y )

⑪

gab : = (Ta
,
Tb )

、

gab : gab の逆行列



U (g) 2 Q : = gabTaTb
「

2次 の Casimir 」 ( quadratic Casimin )
必基底 のとり 方 によらない

定理 : Q は U (g ) の 任意 の元 と 可換

証明 [Tc , Q ] = 0 を 示 せばよい( )
ー

( Vx
. (x ) irrep ot cy

⇒ 9x (2 ) = Q (× ) idvx Q (x ) E ¢

(Schur の補題 ) 「

2次の Casimirs
(quadratic Casimir )

西 Cartan 基底 で 計算
fa hi - ai, i = li

… , r

αε D + 、
E α

.

E - α 規格化

( Eα
,
E -α ) = 1

,
[ Eα

.
E- α] = Ha

g

. a)α= g αt 2) = 1 ⇒ go
1 - α 1

= g
- a )の

= 1

Q = giinihi +Ʃ (Eα Eα+ E α )
αtOt

= gijhihj +Ʃ ( Ha + 2 E - α E α )
αEOt



"tnnj
λ (hi ) λ ( hi )

Iλ> EVt . hiws. M π

e, 、(α ) 1λ ) =giils(hi )l ( h ; ) (×) +

+←ω+( 9, (Hα ) / λ>
+ 29 (E-α ) φ ( 1ミα) (x>)

ー

Q( ,1) = (λ ,
λ) +Ʃ λ (Hα ) 咼

αtO+七

= (λ , α )

= ( 入 , 入 けの )

= (λ , λ+29 )

ja 9 = ぎなω+の: "Weyl rector
"

( 記号がかぶってしまったけど
表現 の φ とは 関係がない )

定理:
φ

( α i)= 1 , i
=

n , …
- ,
n

( ⇒ 9= wi )
ー

Q (λ) = (λ
,
λ+ 29 )

s北 z:λπ O, 1, 2 , 3 , …
… ( Dynkin label )

( λ
;
λ) = ぎ 入必 ⇒ Q (λ ) = i 入 、 (λ 、 + 2)



物理 でよく使 う記号 スピン j 表現 との関係
λ 1

= 21

Q (スピン j ) = zj ( cit2 ) = 25( j+ 1 )

( J
2

の 2倍 )

岡 Dynkin 指数 との 関係

TrSλ (2 ) = な (Tal l, (To) gab)
V入

= I(λ) (Ta
,
Ts ) gab

= I (λ) gab gab↓ = I (λ) dimoy

= ThR () idv
,) = Q (λ ) dimVx

V
,

I (λ) =I
' n Q (λ )

特 に

ICadj ) = Q (adj )

必物理 の 文献の 多くでは

C
2
(λ ) = 2 Q(λ ) を 用 いている 。



☆ 格子

量子力学で 習った Suk ) の表現 を 大きく分類
. 整数 スピン

、 半整数 スピン

一般化 したい

⑪
Cartan 行列 Aij ⇒ 複素単純 Lie代数 f

↓ 1たの
v

単純 ルート α i , i - 1 … n 与 の 基底
単純 コルート i,

i
= 1…n f の基底

(αi 、; ) = Aij 今のの

有限次元表現 ( V ,e ) 8 を 対角化
HEL

(λe(H) ) = 入 (H ) 1λ ) λ E 8 . ウェイト

λ (i ^
)

( =: ; λ i ) ε x

→ 便利なおの基底 Wi
,
i- t… v

基本ウェイト st . (Wi
,

α ĵ ) =δ ij

入入 i ω i



肉 ウェイト格子 、 ルート格子

P = みwic は ( ウェイトが 値 をとる可能性
がある 点 の 集合 )

α 4 α ic お

0 P 3 Q ( ルートは adioint表現 のウェイト )

P
,
Q : たし 算 でアーベル群 と 思える

。

0 Q の 意味

(Vie ) : 有限次元既約表現
λ ,
λ
'
: (V . e ) の 2 つのウェイト

⇒ 1 λ)=Ce (Eα i
.
) e (Exiz ) …

… C (E-α% C (E -α in ) \λ' >

⇒ 入一入 = ( α i を 足 したり 引 いたりしたもの !

EQ

～～ →P/22 cc ( v , e ) が 1 つ 決まる
ぃ

Congruency class
" Cc (λ ) と書いたり …

SIN
,

SU (N ) のとぎ Nality
"



Pynkin ラベルで Cartan行列は例 : r
An1 = 2 のに [2] ← ルートの Dynkinラベル
ral

wに [ ] ← 定義 から

P = x

Q = 2で
⇒ P/Q = 412x 2

= {0 , 1 }
Cc (λ ) =λ , mod 2

曲 コルート 格子 、
コウェイト格子

Q
~
: 育 x α i~ cf “

コルート 格子 >

( coroot lattice )

ωi : α i (ω; ) =δ ij となるように決める

8 の基底
「

基本 コウェイト 」

( fundamental coweight )

PV =wiicL 「

コウェイト格子 」
( coweight lattice )

のこれらの 意味
簡単 のためコンパクトな実形 を考える

( αivt =αi , eil = fi )
⇒
exp 群 G (単連結 なもの )



Lie 代数 の表現 (V, e ) → G の表現 (V, e )

②Ga ez
πixiを

1 λ) に 当ててみる

elez
π i α i

) 1x>

2πil (αY )
= e (x>

= e
2π i λ (α* )

1×>
λ (α: )に1 i )

= 1λ> x

⇒ elez
π ix: ) (λ) = 1λ)

どんな表現 のどんなベクトルに 当 てても 1

⇒ e
2π ix"

= 1 CG の 元 として )

⇒ HEQ, ezπ
iH

= 1

⑫
Z . : =

ezπ iwi
~

として

ad (z) を 考えてみる
XECY Iπ iad (Wi

~

) 2π i ωi
~

_ 2
T

π iwiv
ad (z) X = e X = e Xe

= Z XZ - 1



ad (z )Ea ezπ
iad (Wi∵ ) E α

ad (wi ) E α

= [wi
~

,E α ]

=α (ω i
^

) E α! 1
acwiilay )
)

\

= e
2π i α (ω)

E の

= Eα

⇒ ZE α ZT = Eα ⇒ Z は任意 の g の元 と 可換
⇒ こ G “

HE PV → ezπ iH は G のすべての元 と 可換

C (G ) : = { ez
π iH

/ HEPU } : G の 中心

ただし e
2π iH

'

= 1
,
H
'

EQV

⇒ C (G ) = P12



( V , e ) : g の表現 → G の表現 → C (G ) の表現
として既約

→ 山
Schurの補題 すべての 1次元部分空間

が同じ 既約表現

ele
πiω*
)(× ) =

eπix⑤ 凸
P/Q の元 と 1対 1

対応
必 α (ω î ) ⇐4 )

Cc (λ)← C 1λ> への C (G ) の既約表現

作例 : suk)
2π i αY

αり = 2 ω、 e = 1

e
2π iwi はすべての 元 と可換

G = SU (2)
C (SU (2 ) ) = { 1 , er

π iwi }

λ= 1 表現 (= スピンジ 表現 = 2重項 = 基本表現 )
e 、 (α; ) =σ3 ⇒ C、 (ω; ) =Ʃσz

e ,
leciwi^ ) - e

π is
: (! i )



X 必Pontryagin 双対

G : アーベル群

G : = 1 G → U(1 D :準同型に{ G の irrep /h
←表現の同値

GD を積 としてアーベル群になる

G の Pontryagin双対」
(dual )

べ
θ G ≈ G

Canonical に

例 : Uli ) = 4
. (

" 電荷 ”

の 集合 )
ー

理:G : 有限 アーベル群
CizG
( canonicalではない )
*

CY :Lie代前 G : 運結

CCG ) = P/QV ∴ G の 中心 (有退アーベ皆頃 )

へ
P/Q = P1Qv = P1Qレ

Canoni2く



8 .

Poincare群 の
ユニタリー 表現

場 の理論
とここでやりたいのはこっち

場 粒子
演算子 。 状態
。 Lorenに群の 。 Lorent2群 、

Poincare群 の

有限次元表現で コニタリー表現 で分類
分類

必 Lorentr代数 : 非 コンパクト単純 Lie代数
定理: 自明な表現以外の 有限次元表現は

非 コニタリー

A Poincare群 、 Poincare代数
1D23

D 次元 Minkowski 時空 Lovenに変換 、
並進

Lie代数 の 基底
Mµ

v

(= - M
µ) , PM
,

MiV =
O ,

N
,- 1 D- 1



[M, Mer ] = - inreMur + inueMainσMve

tinv「 µ.
[ Mur, p

9 ] : inuepr- inrepu

[ P" , PV ] = 0

実構造 (Muv )= Mw ,
( P
^
)
T
= Pm

Lorent2群の( universalcovering )

Spin ( D
-1 , 1 ) ag

.

反変ベクトル表現 Alg^ 。

少 ユニタリー表現
→ 完鉤可約 → 既約表現のみ考えればよい 、

( V , e )

ep"
)

は互 いに 可換、 エルミート⇒ 同時対角化可能
K以外のラベル

↓

固有値 KU elpjlk ,a > =klk , a)



交換関係から 、
→ e (g) / k, a )=g) k a^>

PMIAK
,
ar >= A)uk 'I Λk , a^>

区 これを示せ

⇒ Kも 0 なち 必 ず 無限次元

囮

P
"

Pu はすべての 元 と 可換

↓ Schur の補題
既約表現の 中 では 定数_

- m=+K ε 1R

m 2) 0 辺 K は 時間的 ⇒ K の符号は Lorenに変換で不変
K70orKso

。 m = 0 ⇐ K は 光的 ⇒ Kの 符号は Lovenに変換で不変

K20ork =0 or kco

. coK は 空間的→k = m のすべての Kが
Lorenに 変換でうつりあ



1 粒子状態
10 k を 決めたときの 1 k ,a)が 有限個
「

1 粒子状態 」 Cone particlestate )

( または 真空 )

一般の状態 kI( k .a )lk , a) EV
有限和

これから 1 粒子状態 の表現の分類 を行う

(粒子の分類
"

)

☆ り 、 群
VoVc : = ICIk ,a > 有限次元

さっきの 議論
eg): Vk→ Vheg)k

場合分 け : ci ) k =Λ (g) K

ii ) k キ A(g) K



( i ) K =Λ (g) K

GK : = [ g ←Loren
を群 ( A(g) k = k ) は群

り 、 群 ( little group )

(VK . ) が Gとの有限次元飛
残る 問題
GK は 何 か ?

。 GK の 有限次元表現 の分類

ci ) k Λ ( a) k= K
。 "

Λ ( go ) K = Kとなるgo を 1 つ 固定

“e ( go) Uk → Vk isomorphism go

VK の basis を Ik , a) : = elgollk , a>
iととる

。

I8
.
A (g) k = Kに対 して

e (g) : =e(go ) e(go ' g )

,

Λ(go
'

g ) k = K
～

分かってる ⇒ go
'

geGK
Li ) が決まれば決まる !



剛 µ^ , o
, K 70 ( massive particle )

m=で 70 として
k = (m , o . , , 0 ) ととれる

。

GK = ( K' , … ;
k”

を 回 す )
Mij

, iij = 1 , ッ D
- 1

⇐ Lie 代数 W( D- 1 ) Bror のコンパクト実
Dr

⇒ 分類終わっている
。

massive particle
OCD-1 ) の 有限次元 コニタリー 既約表現

m =
0
,K 70 ( masslessparticle )

K ) 0

K = ( K
,
K
,
O
,

…

,
0 )

り 、 群 ?

k
'

、
… 、
K

の 回転 ⇒ sO ( D- 2 )

Qi : = Moi
-
. Mli

,
i - 2 . , D

- 2



[Mij
;
Qk ] = i δ ikQi - idikQi

[ 2:
,
Q
: ] = 0

⇒ (D - 2 ) 次元 Eudid 空間 の 回転 と並進

Lie代数 so (.
D
-2 )

有限次元 コニタリー表現 ?

↓ Qi の 固有値 も O ⇒ 無限次元

e (Qi ) = 0
⑪

W( D- 2) の 有限次元コンタリー表現
終わっている

。

massless particle の分類

SO ( D - 2) の 有限次元コニタリー 既約表現

岡 = 0 ,
k
= 0 ( 真空 )

⇒ K0
⇒ GK の Lie代数 0( D -1 , 1 )

⇒ 有限次元 ユニタリー表現は 自明 のみ



岡 その他

s E
,

0, kco ⇒ massiveparticle と 同様

. mE = 0
, kso ⇒ masslessparticle と 同様

。 mcO ⇒ k = ( 0, lo . … 0 ) ととれる
。

(m=Fr )

GK の Lie代数 k; k; ; K
”

を 回 す

SO (D -2 , 1 )

有限次元 コニタリー表現は 自明 のみ


