
一般の偶数次元での Dirac演算子の指数定理

山口　哲　　　　
このノートでは、一般の偶数次元での Dirac演算子の指数定理の導出を説明する。
数学的な厳密性は欠いている。物理屋が、「まあ納得できる」というところを目指し
ている。導出の大部分は [1]に沿っている。ただし、核の評価の部分は粒子の経路積
分を用いる [1]とは異なる方法を用いている。この部分に関しては [2]を参考にしな
がら、微分方程式を解いて求める方法の説明を試みた。

曲がった空間でのスピノール

2𝑛次元の Euclid空間でガンマ行列 𝛾𝑎, 𝑎 = 1, . . . , 2𝑛は、反交換関係

{𝛾𝑎, 𝛾𝑏} = 2𝛿𝑎𝑏

を満たす。Chiralityの行列 𝛾 は、

𝛾 = (−𝑖)𝑛𝛾1𝛾2 . . . 𝛾2𝑛

と定義される。次のような記号を導入する。

𝛾𝑎1𝑎2···𝑎𝑘 = 𝛾 [𝑎1𝛾𝑎2 · · ·𝛾𝑎𝑘 ] .

曲がった空間では、多脚場 𝑒𝑎 = 𝑒𝑎𝜇𝑑𝑥
𝜇 を導入する必要がある。これは

𝑔𝜇𝜈 (𝑥) = 𝑒𝑎𝜇 (𝑥)𝑒𝑏𝜈 (𝑥)𝛿𝑎𝑏

を満たす。座標の足 𝜇, 𝜈, . . . は、𝑔𝜇𝜈 , 𝑔𝜇𝜈 により上げ下げする。局所直交基底の足
𝑎, 𝑏, . . . は、𝛿𝑎𝑏, 𝛿𝑎𝑏 により上げ下げする。𝜇, 𝜈, . . . の足と 𝑎, 𝑏, . . . の足は 𝑒𝑎𝜇, 𝑒

𝜇
𝑎 により付

け替えることができる。
多脚場の取り方には SO(2𝑛)の「ゲージ対称性」𝑒′𝑎 (𝑥) = Λ(𝑥)𝑎𝑏𝑒𝑏 (𝑥), Λ(𝑥) ∈ SO(2𝑛)

がある。この対称性に対するゲージ場を 𝜔𝜇
𝑎
𝑏 (𝑥) と書き「スピン接続」と呼ぶ。これ

に対する場の強さ（曲率）は、

𝑅𝜇𝜈
𝑎
𝑏 := (𝜕𝜇𝜔𝜈 − 𝜕𝜈𝜔𝜇 + [𝜔𝜇, 𝜔𝜈 ])𝑎𝑏
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と定義される。Diracスピノール𝜓 に対する共変微分は

𝐷𝜇𝜓 := 𝜕𝜇𝜓 + 𝜔𝜇𝑎𝑏
1
4
𝛾𝑎𝑏𝜓

と定義される。その交換関係は、

[𝐷𝜇, 𝐷𝜈 ]𝜓 = 𝑅𝜇𝜈
𝑎𝑏 1

4
𝛾𝑎𝑏𝜓

のように曲率を用いて表される1）。

Dirac指数の評価

2𝑛 次元の多様体 𝑋 上で重力とゲージ場に結合している Diracスピノールを考えよ
う。共変微分は

𝐷𝜇𝜓 = 𝜕𝜇𝜓 +𝐴𝜇𝜓 + 𝜔𝜇𝑎𝑏
1
4
𝛾𝑎𝑏𝜓

となる。Dirac演算子は、

𝐷
/
𝜓 := 𝛾 𝜇𝐷𝜇𝜓 .

と定義される。Dirac指数は、

Ind𝐷
/

:= Tr
𝐷
/
𝜓=0の解 𝛾

となる。ここで有用な事実は、ゼロモード以外の 𝐷
/2 の固有状態は必ず +chiralityと

−chiralityがペアで現れることである。実際、𝜓 が 𝐷
/2の 0でない固有値の固有状態で、

ある chiralityを持つとき 𝐷
/
𝜓 は 𝐷

/2 の固有値は 𝜓 と同じで chiralityは 𝜓 とは反対であ
る。この事実を利用すると、指数は次のようなすべての状態に関するトレースの形に
書くことができる。

Ind𝐷
/
= Tr

[
𝛾 exp

(
𝐷
/2

𝑀2

)]
. (1)

ここで 𝑀 > 0は任意である。この右辺を 𝑀 → ∞で評価しようというのが、戦略で
ある。
1） 交換関係ではなく、単なる２階共変微分は座標の足にも作用するので、𝐷𝜇𝐷𝜈𝜓 = 𝜕𝜇𝐷𝜇𝜓 − Γ

𝜌
𝜇𝜈𝐷𝜌𝜓 +

𝜔𝜇
𝑎𝑏 1

4𝛾𝑎𝑏𝐷𝜈𝜓 である。ここで Γ
𝜌
𝜇𝜈 は Christoffel記号である。ただし Γ

𝜌
𝜇𝜈 = Γ

𝜌
𝜈𝜇 の対称性のため、交換関係

をとると消える。
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まず 𝐷
/2を評価しよう。

𝐷
/2 = 𝛾 𝜇𝛾𝜈𝐷𝜇𝐷𝜈

= 𝑔𝜇𝜈𝐷𝜇𝐷𝜈 +
1
2
𝛾 𝜇𝜈 [𝐷𝜇, 𝐷𝜈 ]

= 𝐷𝜇𝐷
𝜇 + 1

2
𝛾 𝜇𝜈 (𝐹𝜇𝜈 + 𝑅𝜇𝜈𝑎𝑏

1
4
𝛾𝑎𝑏). (2)

Riemannテンソルの恒等式

𝑅𝜇𝜈𝜌𝜎 = 𝑅𝜌𝜎𝜇𝜈 = −𝑅𝜈𝜇𝜌𝜎 , 𝑅𝜇 [𝜈𝜌𝜎] = 0

を考慮すると式 (2)の最後の項は

1
8
𝛾 𝜇𝜈𝛾𝜌𝜎𝑅𝜇𝜈𝜌𝜎 = −1

4
𝑅sc

と書ける。ここで 𝑅scはスカラー曲率である。したがって

𝐷
/2

𝑀2 =
𝐷𝜇𝐷

𝜇

𝑀2 − 𝑅sc

4𝑀2 +
𝐹
/
𝑀2 , 𝐹

/
:=

1
2
𝐹𝜇𝜈𝛾

𝜇𝜈 (3)

となる。𝑀 → ∞の極限を考える際、1/𝑀 の項は微分演算子やガンマ行列が掛けられ
ていない限り無視できる2）。さらに、式 (3)の中の各項同士の交換子も 1/𝑀 の高次の
であるので無視できる。なので expを分解できて

exp

(
𝐷
/2

𝑀2

)
= exp

(
𝐹
/
𝑀2

)
exp

(
𝐷𝜇𝐷

𝜇

𝑀2

)
,

𝐷𝜇 = 𝜕𝜇 + 𝜔𝜇𝑎𝑏
1
4
𝛾𝑎𝑏

となる3）。この結果を式 (1)に代入し、Trを位置の空間に関するトレースとスピノー
ルとカラー（ゲージ対称性の足）の空間に関するトレース trに分けると

Ind𝐷
/

:=
∫

𝑑2𝑛𝑥
√
𝑔 tr

[
𝛾 exp

(
𝐹
/
𝑀2

)
〈𝑥 | exp

(
𝐷𝜇𝐷

𝜇

𝑀2

)
|𝑥〉

]
, (4)

を得る。ここで |𝑥〉は

〈𝑥′|𝑥〉 = 1
√
𝑔
𝛿2𝑛 (𝑥′ − 𝑥).

2） このあたりの近似は数学的に厳密にやるには議論が必要であろう。
3） 𝐷𝜇 の中のゲージ場の項や Christoffel記号の項はガンマ行列も微分演算子も掛かっていないので無視で
きる。
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のように規格化されている。
あとは 〈𝑥 | exp

(
𝐷𝜇𝐷

𝜇

𝑀2

)
|𝑥〉 を評価すればよい。そのために一点 𝑥0 を固定し、このま

わりで次のような便利なゲージをとる。𝑦 = 𝑥 − 𝑥0とし、

𝑔𝜇𝜈 (𝑥) = 𝛿𝜇𝜈 +𝑂 (𝑦2), 𝑒𝑎𝜇 = 𝛿𝑎𝜇 +𝑂 (𝑦2), 𝜔𝜇𝑎𝑏 (𝑥) =
1
2
𝑦𝜈𝑅𝜈𝜇

𝑎𝑏 (𝑥0) +𝑂 (𝑦2)

となるようにする。すると

𝐷𝜇/𝑀 = 𝜕𝜇/𝑀 + 1
2𝑀

𝑦𝜈𝑅𝜈𝜇
𝑎𝑏 1

4
𝛾𝑎𝑏 (5)

となる。さらに 𝑦 と 𝛾 をスケール変換し、

𝑧𝜇 := 𝑀𝑦𝜇, 𝜃𝑎 := 𝛾𝑎/𝑀,

とするのが便利である。こうすると式 (5)は

𝐷𝜇/𝑀 =
𝜕

𝜕𝑧𝜇
+ 1

2
𝑧𝜈𝑅𝜈𝜇

𝑎𝑏 1
4
𝜃𝑎𝑏

と書き換えることができる。ここで 1/𝑀 の高次を無視すると 𝜃𝑎 は反交換関係

{𝜃𝑎, 𝜃𝑏} = 0

を満たす。つまり 𝜃𝑎 は、Clifford代数というより、Grassmann代数の生成子であると
みなすことができる。特に 𝜃𝑎𝑏 は互いに交換するとしてよい。

核の評価

次のような 𝐾 (𝑧, 𝑡) を考えよう。

𝐾 (𝑧, 𝑡) = 〈𝑧 | exp
(
𝑡𝐷𝜇𝐷

𝜇 ) |𝑧 = 0〉 , 〈𝑧′|𝑧〉 = 𝛿2𝑛 (𝑧 − 𝑧′), 𝐷𝜇 := 𝜕𝜇 +
1
4
𝑧𝜈𝑅𝜈𝜇, 𝑅𝜈𝜇 :=

1
2
𝑅𝑎𝑏𝜈𝜇𝜃

𝑎𝑏 .

特に 𝐾 (0, 1) が計算したい量である。
𝐾 (𝑧, 𝑡) は微分方程式

𝜕

𝜕𝑡
𝐾 (𝑧, 𝑡) = 𝐷𝜇𝐷𝜇𝐾 (𝑧, 𝑡) (6)
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と、初期条件

𝐾 (𝑧, 0) = 𝛿2𝑛 (𝑧) (7)

を満たす。
微分方程式を解くために次のような ansatzを置く。

𝐾 (𝑧, 𝑡) = exp
(
1
2
𝐴𝜇𝜈 (𝑡)𝑧𝜇𝑧𝜈 +𝐶 (𝑡)

)
, 𝐴𝜇𝜈 (𝑡) = 𝐴𝜈𝜇 (𝑡).

微分を計算すると

𝜕

𝜕𝑡
𝐾 (𝑧, 𝑡) = (1

2
𝑧𝑇 ¤𝐴𝑧 + ¤𝐶)𝐾 (𝑧, 𝑡),

𝐷𝜇𝐾 (𝑧, 𝑡) = (𝐴𝑧 − 𝑅

4
𝑧)𝐾 (𝑧, 𝑡),

𝐷𝜇𝐷
𝜇𝐾 (𝑧, 𝑡) =

[
(𝐴𝑧 − 𝑅

4
𝑧)𝑇 (𝐴𝑧 − 𝑅

2
𝑧) + tr𝐴

]
𝐾 (𝑧, 𝑡) =

[
𝑧𝑇 (𝐴2 − 𝑅2/16)𝑧 + tr𝐴

]
𝐾 (𝑧, 𝑡)

となる。ここで 𝐴, 𝑅 に関して 𝜇, 𝜈 の足を行列の足とする行列の記号を導入している。
また、𝐴と 𝑅 は交換すると仮定している4）。式 (6)に代入し、𝑧𝜇 の各次数の係数を見
ると

1
2
¤𝐴 = 𝐴2 − 𝑅2

16
,

¤𝐶 = tr𝐴

を得る。これらの方程式を解くと

𝐴 = −𝑅
4

coth
𝑅𝑡

2
,

𝐶 = −1
2

tr log
(
sinh

𝑅𝑡

2

)
+ log𝛼

となる。ここでは一部初期条件 (7)を考慮した。𝛼 は定数であり初期条件 (7)から決
める。ここまでで 𝐾 は

𝐾 (𝑧, 𝑡) = 𝛼
(
det sinh

𝑅𝑡

2

)−1/2
exp

[
−1

2
𝑧𝑇

(
𝑅

4
coth

𝑅𝑡

2

)
𝑧

]
4） このあたりの ansatzや仮定は、厳密性をなんら損なわない。このようにして得られた「解」を元の微
分方程式に代入したり 𝑡 → 0をとってみれば、それが解であることや初期条件を満たすことは厳密に証
明できる。ただし、今は Grassmann代数上で考えているので「解の一意性」は証明が必要なことなのか
もしれない。
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と書けていることがわかった。𝑡 が非常に小さい場合 𝐾 は近似的に

𝐾 (𝑧, 𝑡) � 𝛼𝑡−𝑛
(
det

𝑅

2

)−1/2
exp

[
− 1

4𝑡
𝑧2

]
,

と書けるので初期条件 (7)より

𝛼 =

(
det 𝑅2

)1/2

(4𝜋)𝑛

と求まる。まとめると

𝐾 (𝑧, 𝑡) = 1
(4𝜋)𝑛

√
det

𝑅/2
sinh𝑅𝑡/2 exp

[
−1

2
𝑧𝑇

(
𝑅

4
coth

𝑅𝑡

2

)
𝑧

]
を得る。特に

𝐾 (0, 1) = 1
(4𝜋)𝑛

√
det

𝑅/2
sinh𝑅/2

が計算したかったものである。

指数の式の最終的な形

規格化の違い |𝑧 = 0〉 = 1
𝑀𝑛 |𝑥0〉を考慮すると

〈𝑥0 | exp
(
𝐷𝜇𝐷

𝜇

𝑀2

)
|𝑥0〉 = 𝑀2𝑛𝐾 (0, 1) = 𝑀2𝑛

(4𝜋)𝑛

√
det

𝑅/2
sinh𝑅/2

となる。したがって指数の式 (4)は

Ind𝐷
/

:=
∫

𝑑2𝑛𝑥
√
𝑔
𝑀2𝑛

(4𝜋)𝑛 tr𝑠

[
𝛾 tr𝑐 (exp(𝐹 ))

√
det

𝑅/2
sinh𝑅/2

]
, 𝐹 :=

1
2
𝐹𝑎𝑏𝜃

𝑎𝑏, (8)

となる。ここで tr𝑠, tr𝑐 はそれぞれスピノールの足、カラーの足に関するトレースであ
る。これを微分形式の積分の形に直していこう。tr𝑠 [𝛾 · · · ] のところは、· · · の中で 𝜃𝑎

が 2𝑛個反対称に掛かっている部分のみが消えないで残る。この部分を

tr𝑐 (exp(𝐹 ))

√
det

𝑅/2
sinh𝑅/2 = Ω12...(2𝑛)𝜃

12...(2𝑛) + (lower power in 𝜃 )
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のように書くと、式 (8)はさらに変形できて

Ind𝐷
/
=

∫
𝑑2𝑛𝑥

√
𝑔
𝑀2𝑛

(4𝜋)𝑛 tr𝑠 (𝛾Ω12...(2𝑛)𝜃
12...(2𝑛))

=
∫

𝑑2𝑛𝑥
√
𝑔

1
(4𝜋)𝑛 2𝑛𝑖𝑛Ω12...(2𝑛)

=
𝑖𝑛

(2𝜋)𝑛
∫

𝑑2𝑛𝑥
√
𝑔Ω12...(2𝑛)

=
𝑖𝑛

(2𝜋)𝑛
∫
𝑋
Ω

となる。最後の積分では (2𝑛)-形式 Ω = Ω12...(2𝑛)𝑒
1𝑒2 . . . 𝑒2𝑛 の多様体 𝑋 上での積分の形

に書き換えた。まとめると指数の式

Ind(𝐷
/
) =

∫
𝑋

𝑖𝑛

(2𝜋)𝑛 tr𝑐 (exp(𝐹 ))

√
det

𝑅/2
sinh𝑅/2 =

∫
𝑋

tr𝑐
(
exp

(
𝑖𝐹

2𝜋

))
𝐴(𝑅),

𝐴(𝑅) :=

√
det

𝑖𝑅/(4𝜋)
sinh 𝑖𝑅/(4𝜋) ,

𝐹 =
1
2
𝐹𝑎𝑏𝑒

𝑎𝑒𝑏, 𝑅𝑐𝑑 =
1
2
𝑅𝑎𝑏

𝑐
𝑑𝑒
𝑎𝑒𝑏 .

を得る。ただし、多様体 𝑋 上の様々な階数の混じった微分形式の積分は (2𝑛)-形式の
部分のみを取り出して積分するという約束である。
ちなみに今回用いたゲージ場 𝐴𝜇 と物理でよく使われるエルミート行列になるゲー
ジ場 𝐴(𝐻 )

𝜇 は 𝑖𝐴𝜇 = 𝐴
(𝐻 )
𝜇 の関係にある。エルミート行列のゲージ場を用いる場合、

𝐹 (𝐻 ) :=
1
2
𝐹 (𝐻 )𝜇𝜈 𝑑𝑥

𝜇 ∧ 𝑑𝑥𝜈 = 𝑖𝐹 , 𝐹 (𝐻 )𝜇𝜈 := 𝜕𝜇𝐴(𝐻 )
𝜈 − 𝜕𝜈𝐴(𝐻 )

𝜇 − 𝑖 [𝐴(𝐻 )
𝜇 , 𝐴(𝐻 )

𝜈 ]

として指数の式は、

Ind(𝐷
/
) =

∫
𝑋

tr𝑐
(
exp

(
𝐹 (𝐻 )

2𝜋

))
𝐴(𝑅)

となる。
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