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プロローグ

量子重力理論
重力理論は、古くから物理のなかで重要な位置を占めてきた理論であり、特に一
般相対論においては、時空の幾何学的性質と深く関わっていることが分かった。つ
まり重力理論を理解することは時空そのものを理解することである。
ところが、量子論としての重力場の理論は、他の場の理論のようには、うまくい
かなかった。量子場の理論特有の発散が、重力場ではうまく処理できなかったから
である。
弦理論はこの困難をある意味で解決した。弦理論は、重力理論を含み、しかも紫
外で有限である。さらには、ゲージ理論も含み得るため弦理論こそがすべてを記述
する統一理論（Theory of Everything）ではないかと思われている。しかも知られて
いる consistent な弦理論はすべて超対称性をもつものであり、超対称性が自然界に
存在することの大きな理論的根拠になっている。
しかし、弦理論は重力理論の困難を解決したといっても、それは完全な解決、た
とえば弱い相互作用の理論を非可換ゲージ理論が解決したというような解決ではな
い。弦理論は、もともと弦の 1体系の理論であるため、量子論は弦の結合定数 gs の
摂動論でしか定義されていない。多体系を扱ういわゆる弦の場の理論も研究されて
いるが困難が大きい。
では、望ましい量子重力理論とは、どのようなものであろうか。まず、その定義
から低エネルギー理論が重力理論を含んでいて、高エネルギーでも consistent であ
る。さらに、あるパラメータの領域では、弦理論で記述されていて、その領域での
時空の次元は 10 次元である。しかも、高エネルギーでは超対称性をもっている。こ
のような量子重力理論のことをここでは、非摂動論的弦理論、あるいは単に弦理論
とも呼ぶことにする

双対性
ここでいう双対性とは、ある２つの理論を考えた時、見た目は全く異なるが実は
同等の理論を記述しているということであり、場の理論においてはしばしば現れる。
弦理論においても様々な双対性が予想されていて、現在 5つある摂動論的弦理論
は全く同等の量子重力理論の別のパラメータ領域を記述しているのではないかとい
う考え方が有力である。
双対性は理論的な興味のみならず、実用的な価値もある。一方の記述では、非常
に理解が困難なパラメータの領域が、他方の記述では理解しやすい領域であるとい
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う場合がある。例えば、type I 弦理論と SO(32) ヘテロティック弦理論は双対である
と思われていて、type I 理論の記述では、理解が困難な強結合領域は、 SO(32) ヘ
テロティック弦理論の記述では、理解しやすい弱結合領域となっている。

Brane

場の理論の双対性の典型的な現れ方には次のようなものがある。１つの理論のソ
リトンつまり安定な古典解があったとすると、今度は、そのソリトンを基本的な粒
子とするような理論が作ることができ、ある場合には、これが元の理論と双対になっ
ている。この場合元の理論の基本的な粒子が、今度は新しい理論の複合粒子として
現れる。
弦理論のソリトンとしては、空間的に p 次元に広がったオブジェクト、 p-brane

が知られている。例えば、粒子は 0-brane 、弦は 1-brane である。量子重力理論に
は様々な brane の古典解、つまりソリトンが存在し、重要な役割を果たしている。
（例えば、摂動論的弦理論の基本弦そのものも重力理論の古典解として現れる。）
また、brane 上（世界体上）にも場の理論があり、それが brane の力学を記述し
ている。例えば従来の基本弦の世界体（世界面）の理論は、時空をターゲット空間
とする 2次元の σ モデルである。従来の摂動論的弦理論では、基本弦の世界面の
理論を調べることにより量子重力理論について非常に多くのことが分かったわけで
ある。同様に、別の brane の世界体の理論を調べることにより量子重力理論の別の
側面、あるいは別のパラメータ領域についての情報を得ることができると期待され
る。特に Dirichret-brane (D-brane)と呼ばれるbraneについては、世界体の理論が、
Yang-Mills 理論になり、重力理論との関係が勢力的に調べられている。
この考えをさらに押し進めて、brane上の理論があるパラメータ領域については量
子重力理論を記述しているということができる。あるいはさらに無限個の D0-brane

や、D(−1)-brane (D-instanton)の世界体理論は量子重力理論を完全に記述している
という仮設 Matrix 理論も出ている。
一方、逆に場の理論を解析する際に、その場の理論を brane 世界体上の理論と思
うことによって、弦理論を使って場の理論を理解することもできる。これによって
場の理論の様々な性質が幾何学的に理解できるようになる。
このような brane の世界体上の場の理論と重力理論の関係は広い意味での双対性
であるといってよい。

AdS/CFT 対応
本論の主題である Anti de Sitter 空間 （AdS）上の重力理論と、その境界上の共
形場理論（CFT）の対応は、このような brane の理論と重力理論の対応をさらに具
体化したものである。ある種の brane 、（たとえば D3-brane）ではその古典解の地
平線の近く（near horizon）が AdS になっていて、しかもその brane 上の理論が
CFT である。良く知られているように (d+ 1)次元 AdS (AdSd+1) の isometry は、
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SO(d,2) であり、これは、d 次元の Minkowski 空間の conformal 対称性と同じであ
る。したがって、AdS の重力理論と brane 上の CFT は対応し、CFT の conformal

対称性と AdS の isometry が対応している。特に AdS の重力理論が古典重力理論
のときは解析可能であり、それをつかって CFT の性質を調べるということが数多
くなされている。
さらに AdSが3次元のとき、つまり CFTが2次元の理論になるときは、Conformal

対称性が拡大するので特に興味深い。また、このときは AdS の重力理論の摂動論
的弦理論を用いた解析が可能なのでその観点からさらに対応を詳しく調べることが
できる。

本論では、まず Chapter 1 で AdS/CFT 対応の一般論、特に相関関数の対応、お
よび brane の古典解の near horizon 極限について詳しく述べる。
Chapter 2 および Chapter 3 では、AdS3 の重力理論と 2次元のCFT の対応を論
ずる。Chapter 2 では、古典重力理論を使って、対称性の拡大、状態の対応などを
議論する。
Chapter 3 では、AdS3 の摂動論的弦理論による記述、つまり基本弦の世界面の理
論を使って 2次元CFTとの対応を見る。特に対称性の拡大、central charge 、様々
な超対称性のある場合などを詳しく調べる。



第1章 AdS/CFT対応 — 一般的な
場合

ここでは、AdS/CFT対応の一般論および、AdS5×S5 のIIB理論と D = 4, N = 4

超対称 Yang-Mills 理論の対応を述べる。

1.1 相関関数の対応
場の理論における「答え」は、相関関数であり、場の理論が解けたとは、相関関
数がすべて求まったということである。したがって、２つの全く異なるように見え
る理論が対応しているということは、一方の理論の相関関数から他方の理論の相関
関数が完全に決まることを意味している。
AdS/CFT 対応の非常に一般的な場合は、次のようなものである [1][2]。1

対応している理論は次の２つである。

1. (d+1) 次元 AdS 空間 AdSd+1 の場の理論。

2. AdSd+1 の境界の d 次元空間のある CFT 。

具体例としては、

1. AdS5 × S5 上のIIB 超重力理論 (SUGRA) または、IIB 弦理論。

2. その境界上の 4 次元 N = 4 超対称 Yang-Mills 理論 (SYM) 。

のようなものである。これらの場の理論の対応を見てみる。まず、SUGRA のなか
の場を ϕI としよう。場の境界条件として ϕI(boundary) = ϕI

0を課したときの分配
関数は、

ZS[ϕ
I
0] =

∫ (∏
I

DϕI

)
exp(−IS[ϕI ]). (1.1)

ここで、経路積分は境界条件を満たす配位についてのみ和をとる。IS は古典的な
SUGRA の作用である。
一方、対応の仮設の１つとして

• 「境界上の CFTには、SUGRAのそれぞれの場 ϕI に対応する場、OI がある。」

1この節では、[1] にしたがって、Euclidean の場の理論を扱う。
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をおく。このとき、相関関数の対応は次のようになる。⟨
exp

∫
ϕI
0OI

⟩
CFT

= ZS[ϕ
I
0]. (1.2)

ただし、実際には量子重力理論を扱うのは難しいので、古典論で近似する。どのよ
うな場合にこの近似が有効かは、次節以降で見ていく。さて、境界条件 ϕI

0 を満た
す古典的な運動方程式の解を ϕI

cl[ϕ0] とすると、

ZS[ϕ0] = exp (−IS[ϕcl[ϕ0] ]) (1.3)

が成り立つ。したがって、この近似では、CFT の 連結な相関関数の生成汎関数を

WCFT [ϕ0] = − log

⟨
exp

∫
ϕI
0OI

⟩
CFT

(1.4)

として、
WCFT [ϕ0] = IS[ϕ0] (1.5)

となる。
ここでは、境界条件の決め方を明確には示さなかった。以下では、実際に、AdS

の古典的な場の理論から、CFT の相関関数を求める簡単な例を示して、その中で、
境界条件などをもう少し精密に述べる。

1.1.1 質量のないスカラー場
問題を非常に簡単化して、SUGRA におけるすべての相互作用を無視する。そう
すると、様々な場について、別々に考えることができる。ここでは、まず、質量の
ないスカラー場 ϕ について考えよう。例としては、IIB 理論での、ディラトンの S5

に関する 0 モードである。（notation の詳細は Appendix A を参照）作用は、

IS[ϕ] =
1

2

∫
AdSd+1

dd+1x
√
g gµν∂µϕ∂νϕ, (µ, ν = 0, · · · , d). (1.6)

運動方程式は、
□ϕ = 0, □ =

1
√
g
∂ν
√
g gµν∂µ. (1.7)

具体的に座標 (A.4) を使って書くと、[
ud+1 ∂

∂u
u−d+1 ∂

∂u
+ u2ηmn∂m∂n

]
ϕ = 0. (1.8)

この運動方程式で、境界条件

lim
u→0

ϕ(u,x) = ϕ0(x) (1.9)
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を満たすような解を探したい。これには、次のような「グリーン関数」を使うのが
便利である。K(u,x) を次のような解とする。

□K = 0, lim
u→0

K(u,x) = δ(x). (1.10)

任意の境界条件 ϕ0 を満たす解は、この K を使って次のように書ける。

ϕcl[ϕ0](u,x) =

∫
ddx′K(u,x− x′)ϕ0(x

′). (1.11)

したがって、問題はこのような K を求めることに帰着される。まず、境界上では
無限遠点にのみ台を持つ解 K̃ を求める。この解は、境界上の並進で不変だから、
K̃(u,x) = K̃(u) で u のみに依っている。だから、運動方程式は、

∂

∂u
u−d+1 ∂

∂u
K̃ = 0 (1.12)

となる。この内 limu→0 K̃ = 0 となる解は、c を定数として、

K̃ = cud (1.13)

と書き表せる。一方、AdS の計量は、次のような「反転」のもとで不変である。

xm → xm

u2 + x2
, u→ u

u2 + x2
. (1.14)

ただし x2 = ηmnx
mxn, (m,n = 1, · · · , d) である。この変換のもとでは、無限遠点

は原点にうつるため、 K̃ にこの変換をほどこしたものは原点にのみ台をもつ解に
なる。K は、

K(u,x) = c

(
u

u2 + x2

)d

. (1.15)

これが実際に境界でデルタ関数になっていることを確かめよう。まず、この K は、
（u → 0 で） x ̸= 0 では、0 になることは明らかである。また、

∫
ddxK(u,x) は、

有限であり、しかも、u によらない。これは、u → λu, x → λx というスケーリン
グでこの積分が不変であることから分かる。だから、c を適当にとれば、1 にする
ことができる。これで、limu→0K(u,x) = δ(x) が示された。
さて、計算するものは、作用に古典解をいれたもの、つまり、IS[ϕcl[ϕ0]] である。

IS[ϕcl[ϕ0]] =
1

2

∫
AdSd+1

dd+1x
√
g gµν∂µϕcl∂νϕcl

=
1

2

∫
∂(AdSd+1)

ddx
√
hnµ(∂µϕcl)ϕcl +

1

2

∫
AdSd+1

dd+1x
√
g ϕcl□ϕcl.

(1.16)

一行目から二行目へは、部分積分を行なった。二行目第二項は、運動方程式から 0

になる。第一項は表面項であり、nµ は単位法線ベクトル、h は引き戻した計量であ
る。極限で書くと、

IS[ϕcl[ϕ0]] = lim
u→0

1

2

∫
u 一定

ddx
√
hnµ(∂µϕcl)ϕcl

= lim
u→0

1

2

∫
u 一定

ddxu−d ϕcl u
∂

∂u
ϕcl. (1.17)
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ここで、ϕcl の具体的な表式は、K の形を代入して、

ϕcl(u,x) =

∫
ddx′ c

(
u

u2 + (x− x′)2

)d

ϕ0(x
′). (1.18)

u ∂
∂u
ϕcl は、u→ 0 で、

u
∂

∂u
ϕcl → d

∫
ddx′ c

(
u

(x− x′)2

)d

ϕ0(x
′). (1.19)

また、limu→0 ϕcl = ϕ0 だから、これらをすべて代入すると、

IS[ϕcl[ϕ0]] =
cd

2

∫
ddxddx′ 1

(x− x′)2d
ϕ0(x

′)ϕ0(x). (1.20)

AdS/CFT 対応の仮設は、これと、CFT の連結な相関関数の生成汎関数が等しいと
いうことであったので、このことにより、ϕ に対応するCFT の場 O の２点関数が、

⟨O(x)O(x′)⟩CFT ∝ 1

(x− x′)2d
(1.21)

となることが分かり、O の conformal 次元が、d であることが分かる。また、O の
次元は

∫
ddxϕ0O という結合からも分かり、これらは、一致している。

ここまでををまとめておくと、

1. まず、境界条件 ϕ0 を満たすような運動方程式の解 ϕcl を見つけたい。

2. そのために、境界で原点にのみ台を持つような解 K を求めよう。

3. 上の K は、境界で無限遠点にのみ台をもつような解を反転して得られた。

4. ϕcl の形が分かると、今度は、それを古典的な作用 I に代入したものを求め
たい。

5. I を部分積分して、表面積分の形に書き換えた。

6. 実際に ϕcl の表式を代入した。そして、AdS/CFT 対応の仮設から、ϕ に対応
する場 O の２点関数を得た。

1.1.2 質量のあるスカラー場
質量のあるスカラー場についても、同様の計算をやってみる。質量のない場合は、
ある意味で当たり前の結果しか出なかったが、質量のある場合には、すこし自明で
ない結果 質量と conformal 次元の関係 が得られる。
作用は

I[ϕ] =
1

2

∫
AdSd+1

dd+1x
√
g
[
gµν∂µϕ∂νϕ+m2ϕ2

]
, (µ, ν = 0, · · · , d). (1.22)
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運動方程式は、
(−□+m2)ϕ = 0 (1.23)

となる。
まず、境界で、無限遠点に台をもつ解 K̃ を求めよう。これは、u にのみに依存す
るので、運動方程式は次のようになる。(

−ud+1 ∂

∂u
u−d+1 ∂

∂u
+ ℓ2m2

)
K̃ = 0. (1.24)

この方程式を解くには、K̃ = u∆ とおいてみると、

−∆(−d+∆) + ℓ2m2 = 0 (1.25)

が得られる。この方程式の２つの解を ∆±, ∆+ ≥ ∆− とすると、

∆± =
1

2

(
d±

√
d2 + 4m2

)
(1.26)

limu→0 K̃ = 0 となる解は、K̃ = cu∆+ と記述される。今後、∆+ のことを単に ∆ と
書く。K̃を反転すると、

K = c

(
u

u2 + x2

)∆

(1.27)

さて、これが、境界上でデルタ関数になっているかどうか調べよう。u→ 0, (x ̸= 0)

で、K → 0となっているのはO.K.。次に積分 s(u) =
∫
ddxK についてu→ λu, x →

λx というスケーリングのもとで、s → λd−∆s つまり、s(λu) = λd−∆s(u) が成り立
つ。したがって、limu→0K = ud−∆δ(x) となっている。このことから、

ϕcl[ϕ0](u,x) =

∫
ddx′K(u,x− x′)ϕ0(x

′) (1.28)

とした ϕcl の境界条件は、

lim
u→0

ϕcl(u,x) = ud−∆ϕ0(x) (1.29)

のようになる。別のいい方をすると、質量mのスカラー場の運動方程式の解の u→ 0

の振舞いは、上の式のようになる。これを踏まえた上で、質量がない場合と同様に、
作用に古典解を代入したものを求めると、

I[ϕcl[ϕ0]] =
c∆

2

∫
ddxddx′ 1

(x− x′)2∆
ϕ0(x

′)ϕ0(x). (1.30)

ここから、対応する CFT の場 O の conformal 次元は ∆ であることが分かる。こ
のことは、境界条件 (1.29) と

∫
ϕ0O という結合からも示すことが出来る。

まとめると、
• 質量がある場合には、境界条件を次のようにするべきであることが分かった。

lim
u→0

ϕcl(u,x) = ud−∆ϕ0(x) = u∆−ϕ0(x).

• SUGRA のスカラー場の質量 m と、対応する場の conformal 次元 ∆ の間に
次の関係があることが分かった

∆ =
1

2

(
d+

√
d2 + 4ℓ2m2

)
. (1.31)
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near horizon

Ω

r

flat

図 1.1: brane 解の描像。

1.2 SUGRAの古典解と brane 上の理論
最近になって、AdS/CFT 対応が注目されているのは、それが、超弦理論および、

brane とつながりがあるからである [3]。つまり、AdS/CFT 対応としての次の２つ
の対応である。

1. 超重力理論 の brane 解の near horizon 極限 を背景場とする超重力理論 あ
るいは、弦理論。

2. 弦理論から予想される brane の世界体上の理論。

near horizon 極限については後に説明する。超重力理論 の brane 解は、特別な場合
には、near horizon 極限をとることによって、AdSd+1× (コンパクト多様体) という
形になり、それと、brane (境界上にあると考える)上の理論が対応しているという
ことである。
このうち特に重要なのは、D3-braneの場合、M理論の 2-brane（M2-brane）の場
合、M 理論の 5-brane（M5-brane）の場合、そして本論で詳しくとり扱う D1-brane

と D5-brane の複合系の場合である。 D1-brane と D5-brane の複合系については次
章以降で扱い、ここではそれ以外のものを扱う。
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1.2.1 D3-brane

10 次元の typeII 超重力理論 の Dp-brane 解 (p = 0, · · · , 6 ) は、次のようになる
ことが知られている。

ds2 = fp(r)
1
2ηmndx

mdxn + fp(r)
− 1

2 δijdy
idyj,

e−2ϕ = g−2
s fp(r)

p−3
2 ,

Hp+2 = ∂ifp(r)dx
0 ∧ · · · ∧ dxp ∧ dyi,

fp(r) = 1 +
R7−p

p

r7−p
,

r =
√
δijyiyj,

(m,n = 0, · · · , p, i, j = p+ 1, · · · , 9). (1.32)

ds2 は計量、 ϕ はディラトン、Hp+2 は (p+ 2)-形式の場の強さであって、それ以外
の場はすべて 0 である。Rp は D-brane の電荷に関係したパラメータ、gs は r → ∞
のときの弦の結合定数、また、(xm, m = 0, · · · , p) は brane に沿った方向の座標、
(yi, i = p+ 1, · · · , 9) は brane に垂直な方向の座標である。
ここで、重要なことは、p = 3 のときは、ディラトンが定数になるが、p ̸= 3 のと
きは、ディラトンが定数にならないことである。
さて、near horizon 極限をとろう。ここでは、r ≪ Rp を near horizon 極限と呼
ぶ。このとき、fp = R7−p

p /r7−p となり、 brane に垂直な方向 y を極座標表示して
δijdy

idyj = dr2+ r2dΩ2
8−p、（ここで、dΩ2

8−p は、 8− p次元球面の計量）となる。す
ると near horizon 極限で brane 解は次のようになる。

ds2 =

(
Rp

r

) 7−p
2

ηmndx
mdxn +

(
Rp

r

)− 7−p
2

(dr2 + r2dΩ2
8−p),

e−2ϕ = g−2
s

(
Rp

r

) (7−p)(p−3)
2

,

Hp+2 = (p− 7)

(
R7−p

p

r7−p+1

)
dx0 ∧ · · · ∧ dxp ∧ dr. (1.33)

これを見ると、p = 3 のときには、計量は AdS5 × S5 のものであり (AdS の計量
(A.3)参照) 、その半径はAdS5、S5 ともに ℓ = Rp である。しかも前にふれたよう
にディラトンは定数である。（p ̸= 3 の場合には素朴にはうまくいかない。）
これからは、p = 3 のときのみ扱う。

ds2 =

(
ℓ

r

)2

ηmndx
mdxn +

(
ℓ

r

)−2

dr2 + ℓ2dΩ2
5,

e−2ϕ = g−2
s ,

H5 = −4

(
ℓ4

r5

)
dx0 ∧ · · · ∧ dx3 ∧ dr. (1.34)

また、ℓ = R3 = (4πgsN)1/4 ℓs であることが知られている。ただし N は brane の枚
数、ℓs は 弦の長さである。1.1 節の解析が適用できるパラメータの範囲を考えてお
く。ここで、系を特徴づける長さのスケールは、ℓ である。満たすべき条件は、
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IIB 理論 Yang-Mills 理論
N枚の D3-brane ゲージ群 U(N)

SL(2,Z) 対称性 SL(2,Z) 対称性
スカラー場の期待値 τ = χ+ ie−ϕ 結合定数 τ = θ/(2π) + i4π/g2YM

基本弦 W 粒子
D弦 モノポール

(p,q) 弦 (p,q) ダイオン

表 1.1: IIB D3-brane と D = 4, N = 4Yang-Mills 理論の対応

1. 超重力理論が使える、つまり、弦の高いモードが効かない。=⇒ ℓs ≪ ℓ

2. 超重力理論を古典論で扱える。=⇒ ℓp ≪ ℓ

ただし、ℓp は 10次元のプランク長さ ℓp = g
1/4
s ℓs である。したがって、次のような

条件になる。
N ≫ 1, gsN ≫ 1 (1.35)

この条件についてはまたあとで考察する。
ところで、N 枚の D3-brane上の理論は、Dirichlet境界条件を持つ弦の理論から、
４次元の N = 4, U(N) の超対称 Yang-Mills 理論であることが知られている。こ
の理論は conformal な理論であり、また、SL(2,Z) の対称性をもつと信じられてい
る。また、その結合定数 gYM は、弦の結合定数と gYM

2 = 2πgs の関係がある。そ
の他、様々な関係を表にまとめておく。
さて、パラメータの領域について再び考えよう。(1.35) の関係だけからは、弦の
結合定数 gs は大きいのか小さいのかは分からない。しかし、多くの場合は、gs は
小さいとして考える。これには次のような理由がある。
１つは、 t’Hooft らの large N の議論と絡めたいからである。その議論による
と、SU(N) Yang-Mills理論において、t’Hooftの結合定数 λ = g2YMN を一定にして、
N → ∞ としたとき、N−1 による展開が、ダイヤグラムのジーナス展開になる。特
に、最も効く項は、平面的なダイヤグラムであり、これが、重力でいうところの古
典論になる。そこで、AdS/CFT 対応における極限も次のような形で表現される。

λ = gsN を大きな数に固定し、N → ∞。

簡単に書けば、
1 ≪ gsN ≪ N. (1.36)

または、(1.35) に加えて、gs ≪ 1 と言っても同じである。
もう一つの理由は、gs が大きなところの弦理論がよく分かっていないからである2。
弦理論が重力理論で近似できる領域 ℓs ≪ ℓ は、摂動論的な弦理論からでてきた式で
ある。したがって、gs が大きいところでも、そのままかどうかは良く分からない。

2たとえば、gs → ∞ では、S 双対性を信じれば、gs → 0 と同じである。したがって、ここで gs
が大きい場合と言っているのは、gs ∼ 1 のところである。
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1.2.2 M2-brane

11次元の 2-brane 解の計量は、次のとおりである。

ds2 = f(r)−
2
3ηmndx

mdxn + f(r)
1
3 δijdy

idyj,

f(r) = 1 +
25π2Nℓ6p

r6
. (1.37)

ここで、m,n = 0, 1, 2, i, j = 3, . . . , 10 である。また、ℓp は、 11次元のプランク
長さである。near horizon 極限 r << R2, (R2 = (25π2N)1/6ℓp) をとると、

ds2 =

(
R5

r

)−4

ηmndx
mdxn +

R2
2

r2
dr2 +R2

2dΩ
2
7. (1.38)

ただし、dΩ2
7 は単位 7次元球面の計量である。これが、AdS4 × S7 になっているこ

とは、次の置換えをすれば良く分かる。

r → u,
r4

R4
2

=
R2

2

u2
,

x→ x′, xm =
1

2
x′m, (1.39)

このとき、計量は次のようになる。

ds2 =
R2

2

4u2
(
du2 + ηmndx

′mdx′n
)
+R2

2dΩ
2
7. (1.40)

ここで、AdS4 の半径は、1
2
R2 、S7 の半径は、R2 になる。

この場合対応する 2つの理論は、

1. AdS4 × S7 上の 11次元超重力理論または、M理論。

2. 3次元の super conformal 理論、super membrane 理論。

である。

1.2.3 M5-brane

11次元超重力理論の M5-brane 解の計量は、

ds2 = f(r)−
1
3ηmndx

mdxn + f(r)
2
3 δijdy

idyj,

f(r) = 1 +
πNℓ3p
r3

. (1.41)

ここで、m,n = 0, · · · , 5, i, j = 6, . . . , 10である。near horizon極限 r << R5, (R5 =

(πN)1/3ℓp) をとると、

ds2 =
r

R5

ηmndx
mdxn +

R2
5

r2
dr2 +R2

5dΩ
2
4. (1.42)
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ただし、dΩ2
4 は単位 4次元球面の計量である。これが、AdS7 × S4 になっているこ

とは、次の置換えをすれば良く分かる。

r → u :
r

R5

=
R2

5

u2
,

x→ x′ : xm = 2x′m. (1.43)

計量は次のようになる。

ds2 =
4R2

5

u2
(
du2 + ηmndx

′mdx′n
)
+R2

5dΩ
2
4. (1.44)

このとき、AdS7 の半径は、2R2 、S4 の半径は、R2 になる。このとき対応する 2つ
の理論は、

1. AdS7 × S4 上の 11次元超重力理論または、M理論

2. 存在することが示唆されている 6次元の (2,0) super conformal field theory [4]

である。

まとめ
ここでやったことをまとめておく。

• 超重力理論の brane 解の near horizon 極限をとると AdS×(コンパクト多様
体) のように分かれる場合がある。

• それには、 ディラトンが定数になる、または最初から無いということが効い
ていた。

• AdS の対称性は、brane 上の理論（境界上の理論）の conformal 対称性に対
応し、コンパクト多様体の対称性は、brane 上の理論の内部対称性に対応して
いた。

• 仮設は、 AdS×(コンパクト多様体) 上の超重力理論もしくは、弦理論あるい
は、M理論 と、brane 上 の super conformal 理論が対応しているということ
である。



第2章 AdS3 — 重力理論との対応

2次元の CFT は、対称性が無限次元に拡大するため、非常に良く調べられてい
る。AdS3 の重力理論との関係についても他の次元に比べてより深く理解できる。
AdS3 の isometry は、SO(2,2) であるが、2次元の conformal 対称性は、無限次
元の Virasoro 対称性である。まず、AdS3 で見た時に、この Virasoro 対称性が、ど
のように実現しているかをみる。次に、 実際の brane の near horizon 極限をとっ
たものとして、良く調べられている、AdS3 × S3 ×M4, (M4 = K3または T 4) の
場合について調べる。

2.1 対称性の拡大
2.1.1 漸近的対称性
AdS3 の漸近的対称性を考えたい。漸近的対称性とは、空間的な遠方の構造を変え
ないような変換のことである。例として、Minkowski 空間のブラックホールを考え
よう。この場合漸近的な対称性は、 Poincaré 対称性であり、その対称性の電荷とし
て、質量や角運動量などが定義される。同様に AdS3 の中のブラックホールを考え
た時には、その漸近的対称性が Virasoro 対称性になる。このことを見ていきたい。

2.1.2 漸近的 Virasoro 対称性
AdS3 の漸近的対称性が Virasoro 対称性になることは [5][6] に非常にくわしく書
かれているので、ここでは、もう少し直観的な方法でみていく。(Appendix A) の座
標を使うと計量は、

ds2 =
ℓ2

u2
(du2 + dγdγ̄). (2.1)

まず、2次元の conformal 対称性になることを考えて、次のような変換を考える。

δ0γ = ξ(γ). (2.2)

ξ(γ) は無限小パラメータであり γ の 正則関数である。このとき、計量の変化は、

δ0(ds
2) =

ℓ2

u2
ξ′(γ)dγdγ̄. (2.3)

17
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ただし ξ′ = ∂ξ/∂γである。次に、これを打ち消すように u の変分を決める。

δ1γ = ξ(γ),

δ1u =
1

2
ξ′(γ)u. (2.4)

この時の計量の変化は、
δ1(ds

2) =
ℓ2

u
ξ′′(γ)dudγ. (2.5)

さらに、これを打ち消すように γ̄ の変分を決める。結果は、

δγ = ξ(γ),

δu =
1

2
ξ′(γ)u,

δγ̄ = −1

2
ξ′′(γ)u2. (2.6)

計量の変化は、
δ(ds2) = −1

2
ℓ2ξ′′′(γ)dγ2. (2.7)

これは、境界 (u→ 0) を考えたとき、O(u0) であり、計量の他の項 (O(u−2)) に比べ
て非常に小さい。したがって、これは、漸近的な対称性であるといえる。また、い
くつかの注意をまとめておく。

• 反正則な変換 δγ = ξ̄(γ̄), · · · に関しても同様に漸近的な対称性であり、しかも
正則な変換とは可換である。

• この変換を実際にモード展開して Killing vector で表すと、central charge の
ない Virasoro 代数をなす（(A.2)参照）。

• 古典的な central charge に関しては、実際に物理系を設定し、Noether charge

同士の Poisson 括弧をとれば得られる1。[5]では、重力理論で実際に求めてい
て、その値は、3ℓ/2G3 である。ただし G3 は、3次元の Newton 定数である。
本論では後に [7] にしたがって弦理論の世界面の理論から求める。

2.1.3 Chern-Simons 重力との関係
ここでは、別の方向から 3 次元の AdS 重力理論と 2 次元の CFT の関係を考え
てみる。3次元の重力理論は、Chern-Simons 理論で表されることが知られていて、
実は bulk の物理的自由度はない。ただ、境界上にのみ自由度がある。その自由度
を見てみると、2 次元の SL(2,R) gauged WZW 理論で表されていて gauge を固定
すると Liouville 理論になる。このことを見てみよう [8] [9]。

1いうまでもなく central charge は一般に物理系によって異なる。
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重力理論 → Chern-Simons 理論

まず、3次元の負の宇宙項を持つ重力理論は次のように書ける。eaµ, (a = 0, 1, 2, µ =

0, 1, 2) を ドライバイン 、ωa
µ = 1

2
εabcω

bc
µ をスピン接続とし、それぞれの 1形式を

ea = eaµdx
µ, ωa = ωa

µdx
µとする。ただし、符号は ηab = diag(+1,+1,−1) である。

作用は、
S =

1

8πG3

∫
d3x e

[
R +

2

ℓ2

]
. (2.8)

ここで R はスピン接続から求まるスカラー曲率、e は、e = det(eaµ) 、また、G3 は
3次元の Newton 定数である。
一方、次のような Chern-Simons理論を考えると重力理論と（作用が）同じになっ
ていることが分かる。SL(2, R)×SL(2, R) の生成子 Ta, T̄a, a = 0, 1, 2 を用意して、
次のゲージ場を作る。

A =

(
ωa +

1

ℓ
ea
)
Ta,

Ā =

(
ωa − 1

ℓ
ea
)
T̄a. (2.9)

このゲージ場から次の Chern-Simons 作用をつくる。

S =
k

4π

∫
d3xTr

(
AdA+

2

3
A3

)
− k

4π

∫
d3xTr

(
ĀdĀ+

2

3
Ā3

)
. (2.10)

ただし、微分形式の積は外積である。これに A, Ā の形を入れて、ねじれがない条
件 dea + ωabeb = 0 を使うと、重力理論の作用が得られ、k = ℓ/4G3 であることが分
かる。

Chern-Simons 理論 → WZW 理論

得られた Chern-Simons 作用から、運動方程式を作ってみると、

F = 0, F = dA+ A2, (2.11)

となり、物理的な（ゲージ不変な） bulk の自由度はほとんどないことが分かる。た
だし、境界があるような多様体の上では、(2.10) は境界のところでゲージ不変でな
くなる。実際 (g, ḡ) ∈ SL(2, R)× SL(2, R) をパラメータとするゲージ変換

A→ A′, Ā→ Ā′ : A = g−1(A′ + d)g, Ā = ḡ−1(Ā′ + d)ḡ (2.12)

において、

S[A, Ā]− S[A′, Ā′] =
k

12π

∫
M

(g−1dg)3 − k

8π

∫
∂M

(g−1dg)(g−1Ag)

+
k

12π

∫
M

(ḡ−1dḡ)3 +
k

8π

∫
∂M

(ḡ−1dḡ)(ḡ−1Āḡ). (2.13)
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これは、境界面上だけの積分になっている（一見
∫
M
(g−1dg)3 の項は bulk の積分の

ように見えるが、積分されている 3形式は exact であり、表面積分になる。）。つま
り、境界上ではゲージ不変ではないのでゲージ自由度が物理的になり、境界上の理
論になる。この境界上の理論がどのようになるか見てみよう。
まず、境界条件を考える。今の場合、漸近的に AdS3 になるような理論を考えた
いので、その理論の境界条件を考えてみる。式 (A.16) の計量を使い、x0 = u と定
義する。ここでは、時間方向は x2 方向であることに注意する。漸近的な計量は

ds2 =
ℓ2

u2
[du2 + (dx1)2 − (dx2)2]. (2.14)

ドライバイン は次のように定義できる。

ea =
ℓ

u
dxa, (a = 0, 1, 2). (2.15)

ねじれがない条件 dea + ωa
be

a = 0 から、漸近的なスピン接続が求まる。

ω1 =
1

ℓ
e1,

ω2 =
1

ℓ
e2,

ω0 = 0. (2.16)

これらをつかって、漸近的なゲージ場は、

A0 =
1

ℓ
e0, Ā0 = −1

ℓ
e0,

A1 =
1

ℓ
(e1 + e2), Ā1 =

1

ℓ
(e1 − e2),

A2 =
1

ℓ
(e1 + e2), Ā2 = −1

ℓ
(e1 − e2).

(2.17)

または、γ = x1 + x2, γ̄ = x1 − x2 を使って、

A0 =
1

u
du, Ā0 = −1

u
du,

A1 =
1

u
dγ, Ā1 =

1

u
dγ̄,

A2 =
1

u
dγ, Ā2 = −1

u
dγ̄.

(2.18)

という境界条件になるべきである。一方、作用の変分原理から境界条件がでてくる。

δS =
k

2π

∫
M

δA ∧ F − k

8π

∫
∂M

[AγδAγ̄ − Aγ̄δAγ]

− k

2π

∫
M

δĀ ∧ F̄ +
k

8π

∫
∂M

[ĀγδĀγ̄ − Āγ̄δĀγ]. (2.19)
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ここから出てくる境界条件は、境界で

Aγ = Aγ̄ = Āγ = Āγ̄ = 0, (2.20)

であるが、これは、欲しい境界条件より強すぎる。このため境界項を付け足して、
次のような境界条件が出るようにする。

Aγ̄ = Āγ = 0. (2.21)

そのためには、作用を次のように変更すればよい。

S =
k

4π

∫
M

d3xTr

(
AdA+

2

3
A3

)
− k

4π

∫
M

d3xTr

(
ĀdĀ+

2

3
Ā3

)
+
k

8π

∫
∂M

(AγAγ̄ + ĀγĀγ̄). (2.22)

運動方程式から、F = F̄ = 0 なので、A, Ā は、pure gauge である。

A = g−1dg, Ā = ḡ−1dḡ. (2.23)

これを境界項を付け足した作用に代入すると、

S =
k

8π

∫
∂M

Tr [(g−1∂γg)(g
−1∂γ̄g) + (ḡ−1∂γ ḡ)(ḡ

−1∂γ̄ ḡ)]

− k

12π

∫
M

Tr (g−1dg)3 +
k

12π

∫
M

Tr (ḡ−1dḡ)3 (2.24)

これは、ĝ = gḡ−1を使って WZW 作用の形に書ける。

S =
k

4π

∫
∂M

Tr [(ĝ−1∂γ ĝ)(ĝ
−1∂γ̄ ĝ)]−

k

6π

∫
M

Tr (ĝ−1dĝ)3. (2.25)

WZW 理論 → Liouville 理論

ĝ を次のようにパラメータで表す。

ĝ =

(
1 0

θL 1

)(
eλ 0

0 e−λ

)(
1 θR
0 1

)
. (2.26)

すると、WZW の作用は、

S =
k

2π

∫
d2γ

[
1

2
∂λ∂̄λ+ e2λ∂θR∂̄θL

]
. (2.27)

また、AdS3 に対応する古典解は、

eλ =
1

u
, θL = γ, θR = γ̄. (2.28)

理論は、この解のまわりに展開して考えるべきである。これを見ると、θL → θL +

αL(u, γ, γ̄) および θR → θR + αR(u, γ, γ̄) というゲージ変換は、γ, γ̄ の再定義に吸収
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できるので、この変換は系の対称性である。作用は、この対称性を持つように変更
しなければならない2。そこで、次のようにする。

S =
k

2π

∫
d2γ

[
1

2
∂λ∂̄λ+ e2λ∂θR∂̄θL

]
+
k

2π

∫
d2γ

[
a(e2λ∂̄θL −√

µ) + ā(e2λ∂θR −√
µ) + aāe2λ

]
. (2.29)

ここで、a, ā は、補助場である。ゲージ変換は、

δθL = αL, δa = ∂αL, δā = ∂̄αL, (2.30)

および、
δθR = αR, , δa = ∂αR, , δā = ∂̄αR, (2.31)

である。a, ā を消去しよう。古典的には、運動方程式の解を代入するだけである。

S =
k

4π

∫
d2γ

[
∂λ∂̄λ+ µe−2λ

]
(2.32)

しかし、量子論的には次のように補正される。

S =
k − 2

4π

∫
d2γ

[
∂λ∂̄λ+QR(2)λ+ µe−2λ

]
(2.33)

これは、Liouville 理論の作用であり、次のことが知られている。

Q =
1− k

k − 2
(2.34)

の時、conformal である。このとき central charge は、

c =
3k

k − 2
− 2 + 6k (2.35)

となる。これは古典極限 k → ∞ で c = 6k になり、[5] の結果ともあっている。

2.2 D1-D5 system

D1-D5 system は、instanton brane の性質を調べるときや、ブラックホール エン
トロピーを調べる時などに良く利用され、非常に良く研究されている system であ
る。その brane 上の低エネルギー理論は 2次元の N = (4, 4) で (M4)Q1Q5/SQ1Q5 を
ターゲットとする σ モデルである。ここで、M4 は D5-brane が巻き付いていて、
D1-brane が巻き付いていない 4 次元多様体であり、T 4 または K3 である。

2 本来は、Chern-Simons 作用に境界項を付け足すときにいっしょにいれておくべきであった項で
ある。
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

D5 ⃝ × × × × ⃝ ⃝ ⃝ ⃝ ⃝
D1 ⃝ × × × × ⃝ × × × ×

表 2.1: D1-D5 system

2.2.1 計量と near horizon 極限
超重力理論の D1-D5 system の解は、次のとおりである。

e−2ϕ =
1

g2
f5(r)

f1(r)
,

H3 =
2R2

5

g
ϵ3 + 2R2

1ge
−2ϕ ∗6 ϵ3,

ds2 = f5(r)
− 1

2f1(r)
− 1

2 (−dt2 + (dx5)2) + f5(r)
− 1

2f1(r)
1
2dxidxi,

+f5(r)
1
2f1(r)

1
2 (dr2 + r2dΩ2

3),

f1(r) = 1 +
R2

1

r2
, f5(r) = 1 +

R2
5

r2
,

R1 =
gℓ2sQ1

v
, R5 = gℓ2sQ5.

(2.36)

ここで、ϕ はディラトン、H3 は Ramond-Ramond 3 形式の場の強さ、ϵ3 は S3 の
体積形式、∗6 は 6次元（x0, · · · , x5） に関する Hodge 双対、Q1, Q5 はそれぞれ
D1-brane 、 D5-brane の枚数、ℓs は、弦の長さ、g は無限遠点での弦の結合定数、
vℓ4s は無限遠点での M4 の体積である。
near horizon 極限をとろう。near horizon 極限は、r ≪ R1, r ≪ R5 である。す
ると、

e−2ϕ =
vQ5

g2Q1

,

H3 =
2R2

5

g
ϵ3 + 2R2

1ge
−2ϕ ∗6 ϵ3,

ds2 =
r2

ℓ2
(−dt2 + (dx5)2) +

√
Q1

vQ5

dxidxi +
ℓ2

r2
dr2 + ℓ2dΩ2

3,

ℓ2 = ℓ2sg

√
N

v
, N = Q1Q5. (2.37)

したがって、ディラトンは定数、計量は AdS3 × S3 ×M4 になっている。AdS3 と
S3 はともに半径が ℓ である。
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2.3 状態の対応
さて、超重力理論と CFT の状態の対応を調べよう。ここでは、[10][11] にした
がって、超群の表現論を用いて調べる。
10次元の IIB 超重力理論を K3 コンパクト化したものは、6次元の (2,0) 超重力
理論 + 21 tensor multiplet になることが知られている。さらに、この 6次元の (2,0)

超重力理論は、AdS3×S3 の background で見ると、SU(1, 1|2)×SU(1, 1|2) の対称
性がある。実はこの対称性が、境界上の CFT の対称性 small N = (4, 4) 超共形代
数のグローバルな部分と対応しているので、この表現に基づいて、状態が対応して
いるかどうか調べることができる。

2.3.1 超代数 su(1, 1|2)

まず、su(1, 1|2) についてまとめておく。su(1, 1|2) は、small N = (4, 4) 超共形代
数のグローバルな部分であり、次のような生成子で生成される。

• sl(2, R) の生成子 L0,±1。

• su(2) の生成子 T a, a = 1, 2, 3。

• fermionic な生成子Q±
± 1

2

, Q̄±
± 1

2

それぞれ sl(2, R), su(2) の 2 次元表現になって
いる。

交換関係は、次のようになる。

[Lm, Ln] = (m− n)Lm+n,

[T a, T b] = iεabcT c,

[Lm, T
a] = 0,

[Lm, Q
i
r] =

(
1

2
m− r

)
Qi

r+m, [Lm, Q̄
i
r] =

(
1

2
m− r

)
Q̄i

r+m,

[T a, Qi
r] = −1

2
σa
ijQ

j
r, [T a, Q̄i

r] =
1

2
σ̄a
ijQ̄

j
r,

{Qi
r, Q

j
s} = {Q̄i

r, Q̄
j
s} = 0,

{Qi
r, Q̄

j
s} = 2δijLr+s − 2σa

ij(r − s)T a,

m, n = 0,±1, r, s = ±1

2
, a, b, c = 1, 2, 3,

σa はパウリ行列。̄σa は、σa の成分ごとの複素共役。 (2.38)

これの最低ウェイト状態、またはプライマリー状態から作られる表現を考えたい。
プライマリー状態 |φ⟩ とは、

L1|φ⟩ = T+|φ⟩ = Qi
+ 1

2
|φ⟩ = Q̄i

+ 1
2
|φ⟩ = 0 (2.39)

となる状態のことで、
L0|φ⟩ = h|φ⟩, T 3|φ⟩ = j|φ⟩ (2.40)
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となる (h, j) で特徴付けられる。これに、L−1, Q
i
− 1

2

, Q̄i
− 1

2

, T− をかけていくことで
多重項が得られる。さらに、

Q̄+
− 1

2

|φ⟩ = Q−
− 1

2

|φ⟩ = 0 (2.41)

となるプライマリー状態をカイラルプライマリー状態とよぶ。この時、交換関係、

{Q+
1
2

, Q̄+
− 1

2

} = 2L0 − 2T 3{Q−
− 1

2

, Q̄−
1
2

} = 2L0 − 2T 3. (2.42)

2つの式は、ともに両辺をカイラルプライマリー状態に作用させると、左辺は 0 と
なるから、カイラルプライマリー状態に対しては、h = j が成り立つ。カイラル
プライマリー状態から導かれる多重項を short multiplet と呼ぶ。ここでは、 short

multiplet がどうなっているかを調べよう。
まず、(L0, T

3) = (h, j)の状態（たとえばカイラルプライマリー状態）に L−1 をか
けていくことによって１つのタワーが、また T− をかけていくことによって su(2)

のスピン j 表現の多重項ができる。カイラルプライマリー状態 |φ⟩ に Q̄−
− 1

2

, Q+
− 1

2

を
かけていった状態を考えよう。 Q̄−

− 1
2

= b1, Q
+
− 1

2

= b2 と書くことにすると、次のよう
な交換関係が成り立つ。

[L0, b1,2] =
1

2
b1,2,

[T 3, b1,2] = −1

2
b1,2,

[T+, b1,2] = [L+1, b1,2] = 0,

{b1, b2} = 0. (2.43)

つまり、b1,2 は、L0 の固有値を 1/2 だけ上げ、T 3 の固有値を 1/2 だけ下げる。|φ⟩
に b1, b2 をかけていってできる状態は次の 4つである。

|φ⟩, b1|φ⟩, b2|φ⟩, b1b2|φ⟩. (2.44)

それぞれ、(L0, T
3)の固有値は、(h, j), (h+1/2, j−1/2), (h+1/2, j−1/2), (h+1, j−1)

になっている。このような short multiplet あるいは、カイラルプライマリー状態を
電荷 k = 2h = 2j で表すことにする3。

2.3.2 超重力理論の状態
su(1, 1|2)× su(1, 1|2) のうちでも特に su(2)× su(2) の部分に注目する。超重力理
論では、 su(2)× su(2) は S3 の球面調和関数のモードである。一方、超重力理論で
は、局所 Lorentz 変換 so(3) に対する変換性がある。このことに関して次のことが
知られている。

3もともとカイラルプライマリー状態は N = 2 CFT から出てきた概念であり、k は、N = 2 SCA
のなかの U(1) カレントの電荷である。
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局所 Lorentz 変換 so(3) は球面調和関数の su(2) × su(2) の対角成分で
あり、ある局所 Lorentz 変換 so(3) のモードを球面調和関数で展開した
時には、対角成分として局所 Lorentz 変換 so(3) の表現を含むものしか
あらわれない。しかも、現れるものは１回ずつ現れる。

例を示そう。 S3 上にベクトル場 Ai, (i = 1, 2, 3) があったとする。これを S3 の球
面調和関数で展開したときには、su(2) × su(2) の (m,m), m = 3, 4, 5, · · · および
(m+ 2,m), (m,m+ 2), m = 1, 2, 3, · · · がすべて１つずつあらわれる4。
さて、S3 の局所 Lorentz 変換の表現として、どんなものがでてくるか分かれば、

su(2)×su(2)の表現としてどんなものがでてくるかが分かることになった。あとは、
S3 の局所 Lorentz 変換の表現として、どんなものがでてくるかを調べればよい。分
かっていることは、6 次元の局所 Lorentz 変換の表現としてどんなものがでてくる
かである。あるいは、物理的なモードに関しては 6 次元の局所 Lorentz 変換のリト
ルグループ so(4) = su(2) × su(2) 5の変換の表現としてなにがでてくるかである。
これと、S3 の局所 Lorentz 変換 so(3) の表現の関係を調べよう。もともと 6 次元
AdS3 ×S3の局所 Lorentz 変換は、so(5, 1) であったが、時間方向と縦波方向をとも
にコンパクトでない方向の AdS3 の方向からとるので、リトルグループの so(4) の
うち、１方向が AdS3 の方向、３方向が S3 の方向である。したがって、S3 の局所
Lorentz 変換 so(3) は６次元のリトルグループ so(4) = su(2)× su(2)の対角成分で
ある。
あと必要なのは、６次元のリトルグループの表現としてどんなものが出てくるか
である。10次元 type IIB超重力理論を K3コンパクト化したものは、6次元 (2,0)超
重力理論に nT = 21 個のテンソル多重項を入れたものである。ただし、K3 の K.K.

モードは無視する。この理論にどんな場があるかを表にまとめておく。さて、超重

数
リトルグループ
so(4)littleの表現

S3 の局所
Lorentz 変換

so(3)L.L. の表現
グラビトン 1 (3,3) 1+3+5

グラビティーノ 4 (2,3) 2+4

自己双対テンソル 5 (1,3) 3

反自己双対テンソル nT (3,1) 3

スピノール 4nT (2,1) 2

スカラー 5nT (1,1) 1

表 2.2: 6次元 (2,0) 超重力理論の場

力理論に su(1, 1|2)× su(1, 1|2) のどのような表現の状態がいくつあるかは次のよう
にして分かる。

4su(2) のスピン j 表現とスピン j′ 表現を合成した時には、スピン |j − j′|, |j − j′|+1, · · · , j + j′

の表現が、１つずつ現れる。いいかえると、m 次元表現と m′ 次元表現を合成したときには |m −
m′|+1, |m−m′|+3, · · · ,m+m′ − 1 次元表現が１つずつ現れる。このことを逆にみたことになる。

5S3 の isometry su(2)× su(2) と、６次元のリトルグループ su(2)× su(2) は異なるものである
ことに注意する。
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1. まず、超重力理論は自由場と思うことにする。１粒子状態は、各場の自由場に
対する粒子（6次元では質量なし）で、両方の su(1, 1|2) の short multiplet に
なっていることを仮定する。これらの状態の 6次元のリトルグループ so(4) =

su(2)× su(2) に対する表現は、表 (2.2) にまとめた通りである。とりあえず、
1粒子状態だけ考える。

2. S3 局所 Lorentz 変換に対する表現にどのようなものがあるかを調べる。これ
は、6次元のリトルグループの２つの su(2) の対角成分である。したがって表
現を合成すればよい。これも表 (2.2) に示した通りである。

3. S3 の isometry so(4) = su(2)× su(2) の表現、つまり、 S3 の球面調和関数と
してどのようなものがいくつ出てくるかを調べる。これは、たとえば、S3 の局
所 Lorentz変換に対して m次元表現であったとすると、so(4) = su(2)×su(2)
球面調和関数は、合成して m 次元表現が現れるモードが１つずつである。

4. ここまでで、su(1, 1|2)×su(1, 1|2)のなかの su(2)×su(2)の表現として、どの
ようなものがいくつあるのかが分かったので、それを、su(1, 1|2)× su(1, 1|2)
の表現にまとめる。su(1, 1|2) の電荷 k の short multiplet １つには、su(2) の
k 表現１つ、k + 1 表現２つ、k + 2 表現１つの合計４つが含まれている。6

さて、 3. から進めよう。S3 の局所 Lorentz 変換の表現に対してどのような S3 の
isometry の表現が出てくるかをまとめる。

• 1 表現
(m,m) : m = 1, 2, 3, · · ·

• 2 表現
(m,m+ 1), (m+ 1,m) : m = 1, 2, 3, · · ·

• 3 表現
(m,m) : m = 2, 3, 4, · · ·
(m,m+ 2), (m+ 2,m) : m = 1, 2, 3, · · ·

• 4 表現
(m,m+ 1), (m+ 1,m) : m = 2, 3, 4, · · ·
(m,m+ 3), (m+ 3,m) : m = 1, 2, 3, · · ·

• 5 表現
(m,m) : m = 3, 4, 5, · · ·
(m,m+ 2), (m+ 2,m) : m = 2, 3, · · ·
(m,m+ 4), (m+ 4,m) : m = 1, 2, 3, · · ·

6 正確には、L−1 をかけていったものがあるので「４つのタワーがある。」である。超重力理論で
いえば、L−1 の違いは、AdS3 の中のモードの違いである。ここでは１つの状態とはこのタワー１つ
のことである。
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すべて合わせると、su(2)× su(2) の各表現に属する状態の数は次のようになる。

su(2)× su(2)の表現 数
(1, 1) 5nT + 1

(2, 2) 6nT + 7

(m,m), m = 3, 4, · · · 6nT + 8

(1, 2), (2, 1) 4nT + 4

(m,m+ 1), (m+ 1,m), m = 3, 4, · · · 4nT + 8

(1, 3), (3, 1) nT + 6

(m,m+ 2), (m+ 2,m), m = 2, 3, · · · nT + 7

(m+ 3,m), (m,m+ 3), m = 1, 2, · · · 4

(m+ 4,m), (m,m+ 4), m = 1, 2, · · · 1

これらを su(1, 1|2) × su(1, 1|2) の short multiplet にまとめると次のようになる。
（(k, k′)S のように書く。）

su(1, 1|2)× su(1, 1|2)の表現 数
(1, 1)S nT

(k, k)S, k = 2, 3, · · · nT + 1

(k, k + 2)S, (k + 2, k)S, k = 0, 1, 2, · · · 1

さて、カイラルプライマリー状態に注目しよう。上の表のすべての short multiplet

を区別するような添字 A,B, · · · を導入し、1粒子カイラルプライマリー状態の生成
演算子を α†A とする。カイラルプライマリー粒子がたくさんある状態は、またカイ
ラルプライマリー状態である。したがって、多粒子のカイラルプライマリー状態は
一般に次のように書ける。 ∏

A

(α†A)nA|0⟩, (2.45)

ただし、{nA} は、有限個のみが 0 でない。この状態の電荷は、∑
A

q(A)nA, (2.46)

で表される。ここで、q(A) は、1粒子状態 A の電荷である。

2.3.3 CFT の状態
対応する CFT は、K3N/SN をターゲット空間とする small N = (4, 4) の σ-モデ
ルである。これについて調べていこう。
超重力理論では、カイラルプライマリー状態についてすべて調べたので、CFT

でもカイラルプライマリー状態について調べる。カイラルプライマリー状態は電荷
（（T 3 固有値の 2倍）q で特徴づけられる。
次の重要な事実がある。



2.3. 状態の対応 29

σ-モデルの電荷 q, q′ のカイラルプライマリーの数は、ターゲット空間の
Hodge 数 hq,q

′ に等しい。

次の Poincaré 多項式を考えると便利である。

Pt,t̄ =
∑
q,q′

hq,q
′
tq t̄q

′
. (2.47)

これは、次のようにも書ける。

Pt,t̄ = Tr (t2T
3

t̄2T̄
3

). (2.48)

ただしトレースはカイラルプライマリー状態についてのみとる。
さて、結果はつぎのようになることが知られている [12]。

∑
N≥0

pNPt,t̄(K3N/SN) =
∞∏

m=1

[
(1− pmtm−1t̄m−1)−1(1− pmtm−1t̄m+1)−1

×(1− pmtm+1t̄m−1)−1(1− pmtm+1t̄m+1)−1(1− pmtmt̄m)−20
]
.

(2.49)

求めたいのは、limN→∞ Pt,t̄(K3N/SN) であるが、これは次のようにして求まる。

(1− p)−1(a0 + a1p+ a2p
2 + · · · ) = a0 + (a0 + a1)p+ (a0 + a1 + a2)p

2 + · · · (2.50)

の関係を使うと、右辺の p∞ の係数は、左辺に (1− p) をかけて、p = 1 とおいたも
のである。これを、

∑
N≥0 p

NPt,t̄(K3N/SN) に対して適用すればよい。結果は、

Pt,t̄(K3∞/S∞) = (1−tt̄)−1

∞∏
m=1

[
(1−tm−1t̄m+1)−1(1−tm+1t̄m−1)−1(1−tm+1t̄m+1)−22

]
.

(2.51)

これが (2.45) と同じ数であることを示そう。Pt,t̄(K3∞/S∞) は、次のように書ける。

Pt,t̄(K3∞/S∞) =
∏
A

(1− tq(A)t̄q
′(A))−1. (2.52)

ここで、A は、超重力理論のところで導入した 1粒子カイラルプライマリー状態を
区別する添字と全く同じにできる。(q(A), q′(A)) はその電荷であり、これも超重力
理論と同じにできる。さて、tq(A)t̄q

′(A) = α†A と書いてみるともっと分かりやすくな
る。すると、

(1− α†A)−1 =
∞∑

nA=0

(α†A)nA , (2.53)

だから、
Pt,t̄(K3∞/S∞) =

∑
{nA}

∏
A

(α†A)nA . (2.54)

それぞれの項が、電荷 q(nA) =
∑
nAq(A) だから完全に対応している。
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弦の排他原理

N が有限の場合、CFTのカイラルプライマリー状態は、有限個しかない。しかも
その電荷は、q, q′ ≤ 2N となっている（K3N/SN は、実 4N 次元、つまり複素 2N

次元だから (2N, 2N) 形式までしかない。）。これは、CFT の側では何でもないが、
超重力理論との対応を信じると変なことになっている。例えば、電荷 (1, 1) のカイ
ラルプライマリー状態には、2N 個までしか粒子が入れないことになる。このことを
[13]では「弦の排他原理 (stringy exclusion principle)」と呼んでいる。



第3章 AdS3 — 世界面の理論

一般に曲がった空間の中の弦理論は非常に難しいが、AdS3 の中の弦の場合には、
AdS3 = SL(2, R) で群多様体になるので、WZW モデルで表される [14] 。[7] では、
実際に AdS3 の中の弦理論を調べ、時空の conformal 対称性の生成子を構成してい
る。この章では [7] にしたがって、弦の世界面の理論から時空の CFT を構成する。

3.1 NS1-NS5 system

D1-D5 systemの near horizonの計量 (2.37)の S双対をとって、NS1-NS5 system

つまり、基本弦と NS5-brane の複合系の near horizon を考えよう。 (2.37) から
D1-D5 system の near horizon の計量およびディラトンは、r → u の座標変換をし、
M4 の部分を無視すると、

e−2ϕ =
vQ5

g2Q1

ds2 = ℓ2
[
1

u2
(
du2 − dt2 + (dx5)2

)
+ dΩ2

3

]
ℓ2 = ℓ2sg

√
N

v
, N = Q1Q5 (3.1)

これの S 双対は、ϕ̂ = −ϕ, ĝµν = e−ϕgµν とすればよいので、出てきた計量はやはり
AdS3 × S3 であって、その半径 ℓ̂ は、

ℓ̂ = e−ϕℓ = Q5ℓ
2
s (3.2)

となり、半径は、Q5 にのみよる。

3.2 ボゾン的弦
まず簡単な場合としてボゾン的弦をあつかう。ターゲット空間としては一般的に

AdS3 ×G1 ×G2 × · · · をあつかう。特に、NS1-NS5 system を考える時は、AdS3 ×
S3 × T 4 であり、理論は、SL(2, R)× SU(2)×U(1)4 の WZW モデルで SL(2,R) と
SU(2) のレベルは共に k = Q5 である。

31
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3.2.1 古典的な作用
ここでは、AdS3 の座標として次のようなものを使う。(A.17) で、y = e−ϕ とし
て座標変換 (y, γ, γ̄) → (ϕ, γ, γ̄) を行なう。計量は、

ds2 = ℓ2
(
dϕ2 + e2ϕdγdγ̄

)
. (3.3)

また、背景の NS-NS 2 形式の場B = ℓ2e2ϕdγ ∧ dγ̄. を導入しておく。作用は、

L =
2ℓ2

ℓ2s

(
∂ϕ∂̄ϕ+ e2ϕ∂γ̄∂̄γ

)
. (3.4)

補助場 β, β̄ を導入し、また ℓ2/ℓ2s = k と書く。

L = 2k
(
∂ϕ∂̄ϕ+ β∂̄γ + β̄∂γ̄ + ββ̄e−2ϕ

)
. (3.5)

場をスケールしなおして、

L = ∂ϕ∂̄ϕ+ β∂̄γ + β̄∂γ̄ + ββ̄e
− 2√

2k
ϕ
, (3.6)

となる。

3.2.2 Virasoro Current

AdS3 の中の弦の world sheet 理論を考えた時、そこには、 AdS3 の isometry で
ある、SL(2,R)× SL(2,R) のグローバル対称性があるはずである。さらには、それ
は、漸近的に Virasoro に拡大するので、グローバルなVirasoro 対称性を持ってい
るといえる。その current や charge を求めてみたい。ここでは、holomorphic 部分
のみ扱うが anti-holomorphic 部分も同様である。
world sheet の Lagrangian は、

L = 2k(∂ϕ∂̄ϕ+ e2ϕ∂̄γ∂γ̄). (3.7)

space time の Virasoro generator Lm に対する無限小変換は ε を無限小パラメータ
として、

δγ = εγm+1,

δγ̄ = ε

[
−1

2
(m+ 1)mγm−1e−2ϕ

]
,

δϕ = ε

[
−1

2
(m+ 1)γm

]
, (3.8)

したがって、

δL = ε2k

[
−1

2
(m+ 1)mγm−1(∂γ∂̄ϕ− ∂̄γ∂ϕ)− 1

2
(m+ 1)m(m− 1)γm−2∂̄γ∂γ

]
= ε(∂Az + ∂̄Az̄)− εk(m+ 1)m(m− 1)γm−2∂̄γ∂γ,

ただし
Az = −k(m+ 1)γm∂̄ϕ,

Az̄ = k(m+ 1)γm∂ϕ. (3.9)
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δL の第二項は、全微分ではないが、ϕ→ ∞ で小さくなるので無視する。この変換
に対する current の z 成分、 z̄ 成分 は、それぞれ、次のようになる。

Jz
m = −k(m+ 1)mγm−1∂̄γ,

J z̄
m = 2ke2ϕ∂γ̄γm+1 − 2k(m+ 1)γm∂ϕ. (3.10)

current の保存則は、
∂Jz

m + ∂̄J z̄
m = 0, (3.11)

であるが、∂Jz
m は、

∂Jz
m = ∂[−k(m+ 1)mγm−1∂̄γ]

= ∂̄[−k(m+ 1)mγm−1∂γ], (3.12)

したがって、

Jm ≡ J z̄
m − k(m+ 1)mγm−1∂γ

= 2ke2ϕ∂γ̄γm+1 − 2k(m+ 1)γm∂ϕ− k(m+ 1)mγm−1∂γ, (3.13)

とおくと、これは、
∂̄Jm = 0, (3.14)

となって、holomorphic な current になる。

3.2.3 量子論的な作用
弦理論を考える際には (3.2.1) で導いた古典的な作用を用いて考えてもよいが、量
子論的な補正まで考えるには次のように考えるべきである。
群多様体の中の弦理論は WZW 理論で表されることが知られている。AdS3 =

SL(2, R) の中の弦理論を考えるには、SL(2, R) のWZW モデルを考えれば良い。
WZW モデルは自由度として、群のカレントのみを持つような理論である。ここで
はカレントを表すのに Wakimoto 表示を用いることにする。それは自由場 β, γ, ϕ

が、OPE

β(z)γ(w) ∼ 1

z − w
, ϕ(z)ϕ(w) ∼ − log(z − w), (3.15)

を持つとして、次のように表される。

J− = β,

J3 = βγ +
1

2
α+∂ϕ,

J+ = βγ2 + α+γ∂ϕ+ k∂γ. (3.16)



34 第 3. AdS3 — 世界面の理論

ただし k はレベル、α+ =
√
2k − 4 である。これは、確かに次のような SL(2, R)

Kac-Moody 代数を満たす。

J+(z)J−(w) ∼ k

(z − w)2
− 2

z − w
J3(w)

J3(z)J±(w) ∼ ±1

z − w
J±(w)

J3(z)J3(w) ∼ −k/2
(z − w)2

(3.17)

これからエネルギー運動量テンソルを求めると、

T (z) = β∂γ − 1

2
(∂ϕ)2 − 1

α+

∂2ϕ. (3.18)

同様にして、β̄, γ̄, ϕ を用いて、J̄±,3 および T̄ ができる。これらから量子論的な作
用は、

L = ∂ϕ∂̄ϕ+
1

α+

ϕR(2) + β∂̄γ + β̄∂γ̄ + ββ̄e
− 2

α+
ϕ
. (3.19)

ここで、R(2) は、世界面のスカラー曲率である。ここでは、作用から何かをすると
いうことはしない。使うのは、カレント代数、および γ との OPE のみである。

3.2.4 時空の Virasoro, および Kac-Moody代数
時空の対称性が世界面上の理論でどのように現れているかを見てみよう。まず本
当の isometry SL(2, R) の生成子は、世界面上の SL(2, R) カレントのに対応する電
荷である。

L±1 = −
∮
dz J±, L0 = −

∮
dz J3. (3.20)

これは、実際
[Lm, Ln] = (m− n)Lm+n, (m,n = 0,±1), (3.21)

を満たす。
また、前の章で時空の対称性は、境界上で Virasoso 対称性に広がることを見た。
これが世界面上の理論でどう見えるかを調べたい。ようするに、Lm, (m ∈ Z) で次
の Virasoro 代数を満たすものを作りたい。

[Lm, Ln] = (m− n)Lm+n +
c̃

12
(m3 −m)δm+n,0. (3.22)

結果からいうと次のようになる。

Lm =

∮
dz Lm(z),

Lm(z) = −(1−m2)γmJ0(z)− m(m− 1)

2
γm+1J−(z)− m(m+ 1)

2
γm−1J+(z).

(3.23)
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これは、m = 0,±1 のときは、(3.20) とあっている。これが実際に Virasoro 代数を
満たすことを確かめ、central charge c̃ を求めよう。使う OPE は、次の通りである。

Lm(z)γ
n(w) =

1

z − w
(−n)γn+m,

Lm(z)Ln(z) =
1

(z − w)2
kmnδm+n,0 +

1

z − w
(m− n)Lm+n,

m, n = 0,±1, kmn =

{
−k/2 (m = n = 0)

k (m = −n = ±1)
. (3.24)

次のような OPE を計算しておくと便利である。

(Lmγ
N)(z)(Lnγ

M)(w) ∼ 1

(z − w)2
(· · · )

+
1

z − w

[
(m− n)Lm+nγ

M+N −Nγm+M+NLn −Mγn+M+NLm

+kmnδm+n,0MγM+N−1∂γ + (total derivative terms)
]
,

m, n = 0,±1, M,N ∈ Z. (3.25)

また、次のことも重要である。γM∂γ という項は、M = −1 の場合をのぞいて全微
分項である。M = −1 のときは、

∮
dwγ−1∂γ がなんらかの値を持つ可能性がある。

これを p としよう。つまり、 ∮
dwγM∂γ = p δM,−1. (3.26)

さて、次のものを計算すればよい。

[Lm, Ln] =

∮
dw

∮
w

dzLm(z)Ln(w),

Lm(z) = (1−m2)γmL0(z) +
m(m− 1)

2
γm+1L−1(z) +

m(m+ 1)

2
γm−1L+1(z).

(3.27)

結果は、(3.22) と合っていて、central charge は、

c̃ = 6kp, (3.28)

となる。
また、実際に Lm に J の形を代入して、β, γ, ϕ で表すと、

Lm = −βγm+1 − 1

2
(m+ 1)γmα+∂ϕ− 1

2
(m+ 1)mγm−1k∂γ. (3.29)

これは、(A.21) と比べると、非常にもっともらしい形をしていることが分かる。
ここで、 p の意味を考えてみよう。

p = log γ(z = 0)− log γ(z = e2πi) (3.30)
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なので、弦の巻き付き数と解釈できる。これは、対応する CFT 、K3Q1Q5/SQ1Q5 を
ターゲット空間とする small N = 4 σ モデルの central charge c̃ = 6Q1Q5 と比べる
とQ1 = p, Q5 = k となって良く合っている。
しかし次のような疑問がおこる。今は、AdS3 の中の重力理論として弦理論を考え
ていたはずである。つまり、今考えている弦はAdS3の中をただよっている、例えば重
力子になるような弦で図 (3.1)の bulk stringと書いてある弦である。一方、巻き付き
数 Q1 を持っている弦は背景の弦であり、無限遠の境界にある図 (3.1)の background

stringである。bulk stringを考えていると、その巻きつき数として background string

の巻き付き数と解釈すべきものが出てきてしまったわけである。
これは、次のように解釈できる。 bulk stringを考えているといっても background

string と全く関係がない弦を考えているわけではない。bulk string と background

string は、図 (3.1) のように相互作用があるわけで、それを調べたいわけである。そ
れで、図を良く見ると bulk string と background string は、１枚の世界面になって
いる。ようするに bulk string と background string は、別々のものではなく 1つの
ものだったわけだから片方だけ調べるということは意味がなく、bulk string を調べ
ていてもそれは background string も一緒に調べていることになる。

%9%+

bulk string

background string

図 3.1: 背景の弦との関係。

さて、コンパクト多様体の方に目を向けよう。ターゲット空間が AdS3 ×G×X
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というふうに群多様体 G を含んでいたとしよう。すると G をターゲット空間とす
るWZW 理論がある。また、時空の CFT にも G のカレントがあるはずである。こ
こでは、世界面のカレントから時空のカレントを作ってみよう。世界面のカレント
を Ka(z), (a = 1, 2, · · · , dimG) でレベルを kG とする。Kac-Moody 代数は、

Ka(z)Kb(w) =
kG/2

(z − w)2
δab +

1

z − w
ifab

cK
c(w). (3.31)

さて、次のものは時空のグローバルな G の対称性の生成子である。

T a
0 =

∮
dz Ka(z). (3.32)

次の代数を満たす。
[T a

0 , T
b
0 ] = ifab

cT
c
0 . (3.33)

これを、次の Kac-Moody 代数を満たすように、T a
m, (m ∈ Z) に広げたい。

[T a
m, T

b
n] = ifab

cT
c
m+n +m

k̃G
2
δabδm+n,0. (3.34)

結果は次のようにすればよい。

T a
m =

∮
dz (Kaγm)(z). (3.35)

これは、γ が時空の CFT の正則座標であることを考えると非常にもっともらしい。
実際これは (3.34) を満たし、

k̃G = kGp, (3.36)

になっている。さらに、時空の Virasoro との交換関係は、

[Lm, T
a
n ] = −nT a

n+m, (3.37)

と正しい形になる。

3.3 超弦
さて、これから実際に超弦理論と境界上の SCFT の対応を見ていく。ここでは、
超弦を Neveu-Schwarz-Ramond 形式で取り扱う [15]。

3.3.1 AdS3 ×G1 ×G2 × · · · の中の超弦理論
G1, G2, · · · をコンパクトな単純群または、U(1) として、AdS3 ×G1 ×G2 × · · · の
中の超弦理論は次のように記述できる [16]。まず、SL(2, R) のカレントから始めよ
う。レベル k + 2 のボゾン的なカレント Ĵ を次のように Wakimoto 表示で表す。

Ĵ3 = βγ +

√
k

2
∂ϕ,

Ĵ− = β,

Ĵ+ = βγ2 +
√
2k∂ϕ+ (k + 2)∂γ,
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また、３つの free fermion ψA, (A = 1, 2, 3)を用意する。これがN = 1超Kac-Moody

代数のフェルミオン部分になる。

jA =

√
k

2
ψA. (3.38)

また、次のような、レベル −2 のボゾン的なカレントを作る。

JA
f = − i

2
εABCψ

BψC . (3.39)

そして、 N = 1 超 Kac-Moody 代数のボゾン部分は、

JA = ĴA + JA
f , (3.40)

となる。代数は、

ψA(z)ψB(w) ∼ 1

z − w
ηAB,

JA(z)ψB(w) ∼ ψA(z)JB(w) ∼ 1

z − w
iεAB

Cj
C(w),

JA(z)JB(w) ∼ k/2

(z − w)2
ηAB +

1

z − w
iεAB

Cj
C(w).

また、 γ との OPE は、ボゾン的弦のときと同じである。

J−(z)γn(w) ∼ 1

z − w
nγn−1,

J3(z)γn(w) ∼ 1

z − w
nγn,

J+(z)γn(w) ∼ 1

z − w
nγn+1. (3.41)

この部分のエネルギー運動量テンソル、および超対称性のカレントは、

T (0) =
1

k
ηABĴ

AĴB − ηABψ
A∂ψB,

G(0) =

√
2

k

(
ηABψ

AĴB − i

6
εABCψ

AψBψC

)
. (3.42)

また、群多様体 GI についても同様に N = 1 の Kac-Moody 代数で表される。
GI の次元を dI 、 dual Coxeter 数を ȟI 、 N = 1 の Kac-Moody 代数のレベ
ルを kI として、まず、レベル (k − ȟI) のボゾン的カレント K̂(I)とフェルミオン
χ(I)a, a = 1, · · · , dI を用意して、

K(I)a
f = − i

2
fa

bcχ
(I)bχ(I)c, a, b, c = 1, · · · , dI ,

K(I)a = K̂(I)a +K
(I)
f

a. (3.43)
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この部分のエネルギー運動量テンソル、および超対称性のカレントは、

T (I) =
1

kI
δabK̂

(I)aK̂(I)b − δabχ
(I)a∂χ(I)b,

G(I) =

√
2

kI

(
δabχ

(I)aK̂(I)b − i

6
fabcχ

(I)aχ(I)bχ(I)c

)
, (3.44)

となる。これらをすべて合わせた物質場全体のエネルギー運動量テンソル、および
超対称性のカレントは、

Tmatter =
∑
I=0

T (I),

Gmatter =
∑
I=0

G(I). (3.45)

ここで I = 0 は G0 = SL(2, R) に関するものとする。central charge は、

c =
∑
I=0

(
3

2
− ȟI
kI

)
dI . (3.46)

critical stringになるためには、これが 15にならなければならない。特に、
∑

I=0 dI =

10 （ターゲット空間が全部で 10 次元）とすると、∑
I=0

(
ȟIdI
kI

)
= 0. (3.47)

ȟ0 = −2, d0 = 3 であることを考えると、
6

k
=
∑
I=1

(
ȟIdI
kI

)
, (3.48)

の関係式が得られる。
次のような OPE が得られる。

Gmatter(z)ψ
A(w) =

1

z − w

√
2

k
JA(w),

Gmatter(z)χ
(I)a(w) =

1

z − w

√
2

kI
K(I)A(w),

Gmatter(z)γ
n(w) =

1

z − w

√
2

k
nγn

(
−ψ3 +

1

2
ψ−γ +

1

2
ψ+γ−1

)
. (3.49)

BRST の形式で扱いたいので、ゴースト b, c,b, c を入れる。b, c は、フェルミオン
的、b, c は、ボゾン的である。OPE は、

b(z)c(w) ∼ 1

z − w
, b(z)c(w) ∼ 1

z − w
. (3.50)

BRST 電荷は、

QB =

∮
jB(z),

jB(z) = c(Tmatter + Tbc) +
1

2
cG+ bc∂c− 1

4
c2b.

(3.51)
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ここで、Tbc は、ボゾン的ゴーストのエネルギー運動量テンソルで、

Tbc =
1

2
c∂b+

3

2
(∂c)b (3.52)

である。b, c を次のように変換すると便利である。

b = e−φ∂ξ, c = −eφη,

φ(z)φ(w) ∼ − log(z − w), η(z)ξ(w) ∼ 1

z − w
. (3.53)

ただし、φ はボゾン的、η, ξ はフェルミオン的である。これらを使うとピクチャー
変換演算子は次のようになる。

{QB, ξ} =
1

2
eφGmatter + c(∂ξ)− 1

4
be2ϕ∂η − 1

4
∂(be2ϕη) (3.54)

時空の Virasoro 代数は、(−1)-ピクチャーで、

Lm = −
√

2

k

∮
dz e−φ

[
(1−m2)ψ3γm +

m(m− 1)

2
ψ−γm+1 +

m(m+ 1)

2
ψ+γm−1

]
.

(3.55)

時空の Kac-Moody 代数は、(−1)-ピクチャーで、

T (I)a
m =

√
2

kI

∮
dz e−φχ(I)aγm. (3.56)

0-ピクチャーでは、時空の Virasoro および、Kac-Moody は、

Lm = −
∮
dz

[
(1−m2)J3γm +

m(m− 1)

2
J−γm+1 +

m(m+ 1)

2
J+γm−1

]
.

(3.57)

T (I)a
m =

∮
dzγm

[
Ka −m

√
kI
k
χa

(
ψ3 − 1

2
ψ−γ − 1

2
ψ+γ−1

)]
.

(3.58)

これらから、時空の central charge は、

c̃ = 6kp. (3.59)

時空の Kac-Moody のレベルは、
k̃I = kIp. (3.60)

ここで、p は、ボゾン的の場合と同じで、

p =

∮
dz γ−1∂γ, (3.61)

である。
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ここで、 (3.48) 式を使うと、時空の次元が全部で 10 次元の時の時空の central

charge と Kac-Moody のレベルの関係が分かる。
62

c̃
=
∑
I=1

ȟIdI

k̃I
. (3.62)

さて、時空の次元が全部で 10 次元のときには、どのような場合があるか考えてみ
よう。AdS3 が 3 次元なので、G1, G2, · · · は、7次元以下でなければならない。7次
元以下のコンパクト、単純な群は、SU(2) のみである。したがって GI として、許
されるのは、SU(2) と U(1) だけである。この組合せからは、次のようなものしか
ない。

1. SL(2, R)× U(1)7

2. SL(2, R)× SU(2)× U(1)4

3. SL(2, R)× SU(2)× SU(2)× U(1)

1. の場合は、 (3.48) から 1/k = 0 となってしまって、k = ∞ つまり AdS3 の半径
が∞ になってしまい、単に平らな 3次元空間になってしまう。これは興味ある場合
ではない。
2. の場合は、D1-D5 system の S 双対の near horizon 極限になっていて時空の

CFTは small N = 4 の超対称性を持つと思われる。
3. の場合は、SU(2) Kac-Moody が 2 つあるので時空の CFTは large N = 4 の
超対称性を持つと思われる。
2. 3. の場合については、次節以降詳しく調べ、時空の超対称性の生成子を求め
る。ここでは、時空の次元が全部で 10 次元にならない場合について考えよう。時
空の次元が全部で D 次元であったとしよう。つまり、∑

I=0

dI = D. (3.63)

すると critical であるための条件は、
6

k
=
∑
I=1

ȟIdI
kI

+
3

2
(10−D). (3.64)

まず SL(2, R) のレベル k は、 k > 2 を満たさなければならない。したがって 0 < (

左辺) < 3 となる。一方ユニタリー性から kI , I ≥ 1 は、正の整数である。(右辺
) > 3

2
(10 −D) なので D < 9 の時は、無理である。D = 9 の時は、 2 < k < 4 で

あって、古典的にすることは出来ない。D > 9 の時は、うまくいく場合がある。

3.3.2 AdS3×S3×T 4 の super string と small N = 4 supercon-

formal 代数
ターゲット空間が、AdS3×S3×T 4 のときは、時空の CFT は、small N = 4 [17]

になると思われる。この対称性の生成子が、世界面の理論でどうなるかを見てみた
い [7]。
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世界面上の SL(2,R)のカレントを、(JA, ψA), (A = 1, 2, 3) で前節と同じようにす
る。世界面上の SU(2)のカレントを、(Ka, χa), (a = 1, 2, 3)でレベルを k′、U(1)4 の
カレントを、(∂Y i, λi), (i = 1, · · · , 4)とする。前節でやったように、時空の Virasoro

と SU(2) Kac-Moody の生成子 Lm, T
a
m を作ることができる。弦理論が critical にな

る条件から導かれる時空の central charge c̃ と時空の SU(2) Kac-Moody のレベル
k̃′ の関係 (3.62)は、

c̃ = 6k̃′ (3.65)

となって、通常の small N = 4 SCA の Jacobi 恒等式から導かれる関係と同じに
なっている。
さて、時空の超対称性の生成子を作ろう。通常の弦理論と同じようにスピン演算
子をつくる。まず、次のようにすべてのフェルミオンをボゾン化する。

∂H1 = ψ1ψ2, ∂H2 = χ1χ2, i∂H3 = ψ3χ3, ∂H4 = λ1λ2, ∂H5 = λ3λ4. (3.66)

時空の超対称性の生成子は次のように作られる。

Q{ϵ} =

∮
dz e−φ/2S{ϵ}(z),

S{ϵ}(z) = exp

[
i

2

∑
ϵIH

I

]
,

ϵI = ±1, I = 1, · · · , 5. (3.67)

もちろんこれらすべてが生き残るわけではない。次のような条件が課される。

1. GSO 条件。,e−φ/2S{ϵ}(z) 同士の OPE から (z − w) の分数べきが出ない。こ
こから、

∏5
I=1 ϵI = 1

2. BRS 条件。BRS カレントとの OPE で、(z−w)−1 の項が出ない。特に、BRS

カレントと S{ϵ}(z)の OPEで (z−w)3/2 の項が出ない。ここから、
∏3

I=1 ϵI = 1

これらの条件から、Q は、ϵ1, ϵ2, ϵ4 でラベルされ、 8 個あることが分かる。次のよ
うになっている。

Qϵ1ϵ2ϵ4 =

∮
dz e−φ/2Sϵ1ϵ2ϵ4(z),

Sϵ1ϵ2ϵ4 = exp

[
i

2
(ϵ1H1 + ϵ2H2 + ϵ1ϵ2H3 + ϵ4H4 + ϵ4H5)

]
. (3.68)

分かりやすいように次のように書く。

Qi
r = Qϵ1=2r,ϵ2=i,ϵ4=+1,

Q̄i
r = Qϵ1=2r,ϵ2=i,ϵ4=−1,

r = ±1

2
, i = ±1. (3.69)
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これを使うと、L0,±1, Q
±
±1/2, Q̄

±
±1/2, T

1,2,3
0 で、su(1, 1|2)の代数を満たすことが分かる。

[Lm, Ln] = (m− n)Lm+n,

[T a
0 , T

b
0 ] = iεabcT c,

[Lm, T
a
0 ] = 0,

[Lm, Q
i
r] =

(
1

2
m− r

)
Qi

r+m, [Lm, Q̄
i
r] =

(
1

2
m− r

)
Q̄i

r+m,

[T a
0 , Q

i
r] = −1

2
σa
ijQ

j
r, [T a

0 , Q̄
i
r] =

1

2
σ̄a
ijQ̄

j
r,

{Qi
r, Q

j
s} = {Q̄i

r, Q̄
j
s} = 0,

{Qi
r, Q̄

j
s} = 2δijLr+s + 2σa

ij(r − s)T a
0 ,

m, n = 0,±1, r, s = ±1

2
, a, b, c = 1, 2, 3,

σa はパウリ行列。̄σa は σa の成分ごとの複素共役。 (3.70)

ただし、{Qi
r, Q̄

j
s} は、(−1)-ピクチャーで出てくる。この代数を small N = 4 SCA

に拡大したい。 Lm, T
a
m, m ∈ Z については、もう出来ている。 Qi

r, Q̄
i
r, (r ∈ Z− 1

2
)

については、 small N = 4 SCA の中の式、

[Lm, Q
i
− 1

2
] =

1

2
(m+ 1)Qi

m− 1
2
, (3.71)

および Q→ Q̄ にしたものを使って作ることができる。実際、次のようになる。

Qa
m− 1

2
=

∮
e−φ/2

[
(1−m)γmSa

− 1
2
+mγm−1Sa

+ 1
2

]
,

Q̄a
m− 1

2
=

∮
e−φ/2

[
(1−m)γmS̄a

− 1
2
+mγm−1S̄a

+ 1
2

]
.

(3.72)

これが実際に次の small N = 4 SCA を満たすことは、確かめられる。

[Lm, Ln] = (m− n)Lm+n +
c̃

12
(m3 −m)δm+n,0,

[T a
m, T

b
n] = iεabcT c

m+n +m
k̃′

2
δm+n,0,

[Lm, T
a
n ] = nT a

m+n,

[Lm, Q
i
r] =

(
1

2
m− r

)
Qi

r+m, [Lm, Q̄
i
r] =

(
1

2
m− r

)
Q̄i

r+m,

[T a
m, Q

i
r] = −1

2
σa
ijQ

j
m+r, [T a

m, Q̄
i
r] =

1

2
σ̄a
ijQ̄

j
m+r,

{Qi
r, Q

j
s} = {Q̄i

r, Q̄
j
s} = 0,

{Qi
r, Q̄

j
s} = 2δijLr+s + 2σa

ij(r − s)T a
r+s +

c̃

3

(
r2 − 1

2

)
δr+s,0δ

ij,

m, n ∈ Z, r, s ∈ Z− 1

2
, a, b, c = 1, 2, 3.

(3.73)
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3.3.3 AdS3 × S3 × S3 × S1 の super string と large N = 4 su-

perconformal 代数
ターゲット空間が、AdS3×S3×S3×S1 のときは、時空の CFTは、large N = 4

の対称性を持つと思われる。この理論に関しても、時空の対称性の生成子が世界面
の理論でどうなっているか見てみる [18]。
世界面上の SL(2,R) のカレントを、(JA, ψA), (A = 1, 2, 3) 、世界面上の２つの

SU(2)のカレントを、それぞれ、(K(1)a, χ(1)a), (K(2)a, χ(2)a), (a = 1, 2, 3) でレベル
を k1, k2、また U(1) のカレントを、 (∂Y, λ) とする。時空の Virasoro および Kac-

Moody 代数の生成子は、前と同じように求まるので、それを Lm, T
(1)a

m, T
(2)a

m とす
る。弦理論が critical になる条件 (3.48)から、

1

k
=

1

k1
+

1

k2
. (3.74)

これから時空の central charge c̃ と Kac-Moody のレベル k̃1,2の関係は、

c̃ =
6k̃1k̃2

k̃1 + k̃2
. (3.75)

となって、large N = 4 の Jacobi 恒等式から導かれるものと等しい。
さて、超対称性の生成子を作ろう。やり方は前と全く同じである。フェルミオン
をボゾン化する。

∂H1 = ψ1ψ2,

∂H2 = χ(1)1χ(1)2,

∂H3 = χ(2)1χ(2)2,

i∂H4 =

(√
k

k1
χ(1)3 +

√
k

k2
χ(2)3

)
ψ3,

∂H5 =

(√
k

k2
χ(1)3 −

√
k

k1
χ(2)3

)
.λ (3.76)
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GSO 条件、BRS 条件を満たすスピン演算子は、次の８つである。

S+++ = exp

[
i

2

(
+H1 +H2 +H3 +H4 +H5

)]
,

S+−− = exp

[
i

2

(
+H1 −H2 −H3 −H4 −H5

)]
,

S−++ = exp

[
i

2

(
−H1 +H2 +H3 −H4 +H5

)]
,

S−−− = exp

[
i

2

(
−H1 −H2 −H3 +H4 −H5

)]
,

S+−+ =

√
k

k1
exp

[
i

2

(
+H1 −H2 +H3 −H4 +H5

)]
+

√
k

k2
exp

[
i

2

(
+H1 −H2 +H3 +H4 −H5

)]
,

S++− =

√
k

k1
exp

[
i

2

(
+H1 +H2 −H3 +H4 −H5

)]
+

√
k

k2
exp

[
i

2

(
+H1 +H2 −H3 −H4 +H5

)]
,

S−−+ =

√
k

k1
exp

[
i

2

(
−H1 −H2 +H3 +H4 +H5

)]
+

√
k

k2
exp

[
i

2

(
−H1 −H2 +H3 −H4 −H5

)]
,

S−+− =

√
k

k1
exp

[
i

2

(
−H1 +H2 −H3 −H4 −H5

)]
+

√
k

k2
exp

[
i

2

(
−H1 +H2 −H3 +H4 +H5

)]
.

(3.77)

超対称性の生成子を次のように決める。

Qij
r = i(2k)1/4

∮
dz e−φ/2S2r,i,j. (3.78)

Lm, T
(I)a

0, Q
ij
r , (m = 0,±1, i, j = ±1, r = ±1/2, I = 1, 2)で、次の D(2|1;α), (α =
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k/k1) の代数を満たす。

[Lm, Ln] = (m− n)Lm+n,

[T (1)a
0, T

(1)b
0] = iεabcT (1)c,

[T (2)a
0, T

(2)b
0] = iεabcT (2)c,

[T (1)a
0, T

(2)b
0] = 0, [Lm, T

(I)a
0] = 0,

[Lm, Q
ij
r ] =

(
1

2
m− r

)
Qij

r+m,

[T (1)a
0, Q

ij
r ] =

1

2
σa
ikQ

kj
r , [T (2)a

0, Q
ij
r ] =

1

2
σa
jkQ

ik
r ,

{Qij
r , Q

kl
s } = 2εikεjlLr+s − 2(r − s)

(
αεjlσa

ikT
(1)a

0 + (1− α)εikσa
jlT

(1)a
0

)
,

m, n = 0,±1, r, s = ±1

2
, a, b, c = 1, 2, 3, I = 1, 2,

σa はパウリ行列。̄σa は σa の成分ごとの複素共役。 (3.79)

やはり、{Qij
r , Q

kl
s } は、(−1)-ピクチャーで出てくる。

前と同じようにして、large N = 4 SCA に広げることができる。
また、これに対応する brane については、NS1-NS5 system であると考えられ、
これについては [19][20] に M 理論の方から調べてある。

3.3.4 AdS3× (S3×S3×S1)/Z2 の super string とN = 3 super-

conformal 代数
前の 2節で調べたのは、AdS3 といくつかのコンパクト、単純群または U(1) の積
で全部あわせて 10次元ターゲット空間となるを考えてきた。これらを踏まえて我々
の新しい研究として、時空の CFT としてより小さな超対称性をもつものを考える
ためにオービフォールドをターゲット空間とするようなものを考える。特に我々が
得たのは、N = 3 の超対称性を持つような時空である [21]。
ターゲット空間としては、AdS3 × (S3 × S3 × S1)/Z2 を考える。ただし、Z2 の作
用は、S3 × S3 × S1 の座標を (K(1), K(2), Y ) として、

(K(1), K(2), Y ) → (K(2), K(1),−Y ) (3.80)

とする。処方は、通常のオービフォールド上の弦理論と同じように、まず離散群で割
る前の理論を考えそこに出てくる状態のうち、離散群の作用で不変なもののみを残
すようにする。離散群で割る前の理論は前節で考えた、AdS3×S3×S3×S1 をター
ゲット空間とする理論であり、２つの S3 の半径が同じ、つまり２つの SU(2) のレ
ベルが同じ場合である。SU(2) のレベルを k1 = k2 = k′ とする。Z2 の作用で不変な
のは、対角成分 Ka = K(1)a +K(2)a であって、これから作った時空の Kac-Moody

代数、T a
m = T (1)a

m + T (2)a
m が時空の N = 3 SCA の SO(3) Kac-Moody 代数にな

る。そのレベルは、k̃3 = k̃1 + k̃2 = 2k′p であり、また、 k1 = k2 = k′ の時の時空
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の Virasoro の central charge は、c̃ = 3k′p 、したがって、時空の central charge と
Kac-Moody 代数のレベルの関係は、

c̃ =
3

2
k̃3 (3.81)

となって、 N = 3 SCA の Jacobi 恒等式から出てくる関係と同じになる。
次に超対称性の生成子を作ろう。ボゾン化は、(3.76)式で、k1 = k2 = k′, k = k′/2

とおいたものであり、

∂H1 = ψ1ψ2,

∂H2 = χ(1)1χ(1)2,

∂H3 = χ(2)1χ(2)2,

i∂H4 =
1√
2

(
χ(1)3 + χ(2)3

)
ψ3,

∂H5 =
1√
2

(
χ(1)3 − χ(2)3

)
λ (3.82)

Z2 の作用は、H2 と H3 を入れ換え、その他は不変であることに注意する。 GSO

条件、BRS 条件、Z2 不変を満たすスピン演算子は、(3.77) の中でも次の組合せで
ある。

S+
r = S2r,+,+,

S−
r = S2r,−,−,

S0
r =

1√
2
(S2r,+,− + S2r,−,+) . (3.83)

具体的に書くと、

S±
+ 1

2

= exp

[
i

2
(+H1 ±H2 ±H3 ±H4 ±H5)

]
,

S±
− 1

2

= exp

[
i

2
(−H1 ±H2 ±H3 ∓H4 ±H5)

]
,

S0
+ 1

2
=

1

2

(
exp

[
i

2
(+H1 +H2 −H3 +H4 −H5)

]
+ exp

[
i

2
(+H1 +H2 −H3 −H4 +H5)

]
,

+exp

[
i

2
(+H1 −H2 +H3 +H4 −H5)

]
+ exp

[
i

2
(+H1 −H2 +H3 −H4 +H5)

])
,

S0
− 1

2
=

1

2

(
exp

[
i

2
(−H1 +H2 −H3 −H4 −H5)

]
+ exp

[
i

2
(−H1 +H2 −H3 +H4 +H5)

]
,

+exp

[
i

2
(−H1 −H2 +H3 −H4 −H5)

]
+ exp

[
i

2
(−H1 −H2 +H3 +H4 +H5)

])
,

(3.84)

超対称性の演算子は次のように決める。

Qa
r = i(2k)1/4

∮
dz e−φ/2Sa

r . (3.85)
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ここで、Lm, T
a
0 , Q

a
r , m = 0,±1, r = ±1/2は、次の osp(3|2) の代数を満たす。

[Lm, Ln] = (m− n)Lm+n,

[T a
0 , T

b
0 ] = iεabcT

c
0 ,

[T a
0 , Q

b
r] = iεabcQ

c
r,

[Lm, Q
b
r] =

(
1

2
m− r

)
Qb

m+r,

[Lm, T
a
0 ] = 0,

{Qa
r , Q

b
s} = 2δabLr+s + iεabc(r − s)T c

0 . (3.86)

前とおなじように、{Qa
r , Q

b
s} は、(−1)-ピクチャーで出てくる。

さらに、これは次の N = 3 SCA に拡大する。

[Lm, Ln] = (m− n)Lm+n +
c̃

12
(m3 −m)δm+n,0,

[T a
m, T

b
n] = iεabcT

c
m+n +

k̃3
2
mδm+n,0δ

ab,

[Lm, T
a
n ] = −nT a

m+n,

[T a
m, Q

b
r] = iεabcQ

c
m+r + δabmΨm+r,

[Lm, Q
b
r] =

(
1

2
m− r

)
Qb

m+r,

{Qa
r , Q

b
s} = 2δabLr+s + iεabc(r − s)T c

r+s +
1

3
c̃

(
r2 − 1

4

)
δr+s,0δ

ab,

[Lm,Ψr] =

(
−1

2
m− r

)
Ψm+r,

[T a
m,Ψr] = 0,

{Qa
r ,Ψs} = T a

r+s,

{Ψr,Ψs} =
k̃3
2
δr+s,0. (3.87)

Qa
r , (r ∈ Z − 1/2) は、前と同様に、[Lm, Q

a
− 1

2

] = 1
2
(m + 1)Qa

m− 1
2

を使って、また、
Ψr, (r ∈ Z− 1/2) は、[T 0

m, Q
0
− 1

2

] = mΨm− 1
2
の関係を使って求めることができる。

3.4 brane の配位
最後に near horizon 極限で AdS3 ×S3 ×S3 ×S1 や AdS3 × (S3 ×S3 ×S1)/Z2 に
なるような brane の配置を求めよう。この場合 M-theory で考えるのが便利である。
M-theoryの M5-M5-M2 systemを考えるとその near horizon極限はAdS3×S3×

S3×E2 になる [19][20]。これは、E2 を T 2 コンパクト化して片方のサイクルを非常
に小さくすればAdS3 × S3 × S3 × S1 の IIA 理論になる。これに、orientifold plane

をいれてオービフォールド化すればAdS3 × (S3 × S3 × S1)/Z2 になる。以下これを
詳細にみていくことにする。
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3.4.1 M5-M5-M2 system

M5-M5-M2 system は、次のようなものである。

M5(1) 0 1 6 7 8 9

M5(2) 0 1 2 3 4 5

M2 0 1 10

表 3.1: M5-M5-M2 system

これは、10 方向を S1 コンパクト化すれば、IIA 理論 のNS5-NS5-NS1 system に
なる。
さて、M5-M5-M2 system の古典解の計量は次の形で与えられる。

ds2 = H
1/3
T H

2/3
F1 H

2/3
F2

[
(HTHF1HF2)

−1{−(dx0)2 + (dx1)2}

+H−1
F1{(dx

2)2 + · · ·+ (dx5)2}+H−1
F2{(dx

6)2 + · · ·+ (dx9)2}+H−1
T (dx10)2

]
.

(3.88)

ここで、

HF2 = 1 +
R2

1

r21
, HF1 = 1 +

R2
2

r22
, HT = HF1HF2,

r21 = (x2)2 + · · ·+ (x5)2, r22 = (x6)2 + · · ·+ (x9)2.

(3.89)

R2
1, R

2
2 はそれぞれの方向の M5-brane の枚数に比例する量である。

次に、near horizon 極限をとろう。near horizon 極限は、r1 ≪ R1 かつ r2 ≪ R2

である。near horizon の計量は、

ds2 =
R2

1R
2
2

r21r
2
2

{−(dx0)2 + (dx1)2}

+
R2

1

r21
dr21 +R2

1(dΩ
(1)
3 )2 +

R2
2

r22
dr22 +R2

2(dΩ
(2)
3 )2 + (dx10)2.

(3.90)

これが、 AdS3 × S3 × S3 × E2 になっていることを確かめるには、次の座標変換
(r1, r2) → (u, v) をすればよい。

ℓ2

u2
=
R2

1R
2
2

r21r
2
2

, v = ℓ

(
R1

R2

log r1 −
R2

R1

log r2

)
,

1

ℓ2
=

1

R2
1

+
1

R2
2

. (3.91)

すると、計量は、

ds2 =
ℓ2

u2
(du2 − (dx0)2 + (dx1)2) +R2

1(dΩ
(1)
3 )2 +R2

2(dΩ
(2)
3 )2 + dv2 + (dx10)2

(3.92)
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となって、 AdS3 × S3 × S3 × E2 になっている。AdS3, S
3(1), S3(2) の半径は、そ

れぞれ、ℓ, R1, R2 で、
1

ℓ2
=

1

R2
1

+
1

R2
2

(3.93)

の関係を満たしている。これは、AdS3 ×S3 ×S3 ×S1の中の超弦理論を考えたとき
に出てきたレベルの関係

1

k
=

1

k1
+

1

k2
(3.94)

と一致する。E2 方向は平らなので確かに T 2 コンパクト化できる。また、 x10 方
向は near horizon 極限をとる前から平らだったのでコンパクト化することが出来て
IIA の NS5-NS5-NS1 system の古典解になる。

3.4.2 M5-O6-M2 system

次に near horizon 極限で AdS3 × (S3 × S3 ×R)/Z2 ×R になるものとして、M5-

O6-M2 system を考えよう。配位は Table 3.2、Figure 3.2のようになる。

M5(1) 0 1 6 7 8 9

M5(2) 0 1 2 3 4 5

O6 0 1 / / / / / / / / 10

M2 0 1 10

表 3.2: M5-O6-M2 system

M5

O6

(2)

6789

2345
01

(1)M5

図 3.2: M5-O6-M2 system の様子。M5 の片方は鏡像。M2 は省略している
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Table 3.2 の中の / (スラッシュ) の意味は、それがFigure 3.2 のように斜めに入っ
ていることを示す。また、M5(2) は、 M5(1) の O6 による鏡像であり独立なM5 の
束は 1束である。正確には、次のようにいうことができる。まず、座標変換 x→ x′

を行なう。

x′p = xp, p = 0, 1, 10,

x′m =
1√
2
(xm + xm+4), (m = 2, 3, 4, 5),

x′m
′
=

1√
2
(xm

′−4 − xm
′
), (m′ = 6, 7, 8, 9), (3.95)

このとき M5, M2 の配位は x 座標で見て Table 3.2 の通り、O6 の配位は、 x′ 座標
で見て 0 1 2 3 4 方向にのびている。
さて、古典解を考えたいのだが、ここでは単に M5-M5-M2 system で 2束の M5

の数を同じにし、O6が生成する Z2 変換で割ったものを考える。M5-M5-M2 system

で 2つの M5 の数を同じにしたものの計量は、

ds2 = H
1/3
T H

2/3
F1 H

2/3
F2

[
(HTHF1HF2)

−1{−(dx0)2 + (dx1)2}

+H−1
F1{(dx

2)2 + · · ·+ (dx5)2}+H−1
F2{(dx

6)2 + · · ·+ (dx9)2}+H−1
T (dx10)2

]
.

(3.96)

ここで、

HF2 = 1 +
R2

1

r21
, HF1 = 1 +

R2
1

r22
, HT = HF1HF2,

r21 = (x2)2 + · · ·+ (x5)2, r22 = (x6)2 + · · ·+ (x9)2.

(3.97)

この計量は２束の M5 の入れ換えの Z2 変換

xm → xm+4, xm+4 → xm; (m = 2, 3, 4, 5), (3.98)

で不変である。したがってこの Z2 で割って作ったオービフォールドはやはり古典
解である。特にこの Z2 の固定面が O6 になる。
near horizon 極限をとろう。前と同様で r1 ≪ R1 かつ r2 ≪ R1 である。near

horizon の計量は、

ds2 =
R4

1

r21r
2
2

{−(dx0)2 + (dx1)2}

+
R2

1

r21
dr21 +R2

1(dΩ
(1)
3 )2 +

R2
1

r22
dr22 +R2

1(dΩ
(2)
3 )2 + (dx10)2.

(3.99)

やはり前と同じ座標変換 (r1, r2) → (u, v) をする。
ℓ2

u2
=

R4
1

r21r
2
2

, v = ℓ (log r1 − log r2) ,

1

ℓ2
=

2

R2
1

. (3.100)
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このとき、 Z2 変換の作用で、u は不変、v は v → −v となることに注意する。near

horizon の計量は、

ds2 =
ℓ2

u2
(du2 − (dx0)2 + (dx1)2) +R2

1{(dΩ
(1)
3 )2 + (dΩ

(2)
3 )2}+ dv2 + (dx10)2.

(3.101)

ここで、x10 方向は平らなので小さくコンパクト化することが出来る。すると、IIA

弦理論になり、そのターゲット空間は、AdS3× (S3×S3×R)/Z2 になっている。Z2

の作用は最初に世界面の理論で考えたものと同じでありR も含めて Z2 で割ること
も自然である。また、半径の関係も正しく出ている。
さて、この計量を Z2 の固定面、つまり O6 上に制限してみよう。Z2 の固定面は、

Ω
(1)
3 = Ω

(2)
3 , v = 0 なので、dΩ(1)

3 = dΩ
(2)
3 , dv = 0 となり、この時、計量は、

ds2|O6 =
ℓ2

u2
(du2 − (dx0)2 + (dx1)2) + 2R2

1(dΩ3)
2 + (dx10)2

(3.102)

と書き表せる。x10 方向を小さいとすると、この空間は、AdS3×S3 で、半径の自乗
はそれぞれ、ℓ2, 2R2

1 = 4ℓ2 となる。この AdS3 を世界面の理論で出てきた SL(2,R)

とし、 S3 が世界面の理論で出てきた、対角成分の SU(2) であると考えるとレベル
の比と半径の自乗の比がちょうどあっている。このことから、時空の CFT は固定
面の付近の弦理論から作られると考えられる。



エピローグ

まとめ
本論で議論したことをまとめておく。

• まず、AdS/CFT 対応の一般論として、相関関数の対応を調べた。特に AdS

の重力理論の質量と CFT の Conformal 次元の対応を見た。

• brane の near horizon 極限について調べ、それが D3, M2, M5, の場合には、
AdSp+2 × Sq になることを見た。そして、それぞれの場合の AdS/CFT 対応
の仮設を述べた。

• 特に AdS3 の場合を詳しく調べた。まず、AdS3 の対称性が、無限遠方では 2

次元のConformal 対称性と同じ Virasoro 対称性に拡大することを見た。

• また、3次元の負の宇宙項を持つ重力理論が、Chern-Simons理論で記述できる
こと、そしてそれが、SL(2,R)のWZWモデルと等しいこと、さらに、Liouville
理論に reduce することを見た。

• D1-D5 system の near horizon 極限が AdS3 × S3 ×M4, (M4 = T 4 or K3) に
なることを見た。また、対応する CFT が、N = (4, 4) σ モデルで、ターゲッ
ト空間が (M4)Q1Q5/SQ1Q5 であることを述べた。

• 実際にM4 = K3のときに AdS3×S3×K3の中の重力理論と (M4)Q1Q5/SQ1Q5

の σ モデルの状態を特にカイラルプライマリー状態について調べ、それらが
完全に対応していることを見た。また、弦の排他原理についても見た。

• AdS3 の中の弦の世界面の理論を調べた。まず、ボゾン的弦の理論を調べ、時
空の Virasoro および Kac-Moody 代数の生成子がどのように表されるかを見
た。しかも正しい central charge を得た。

• AdS3 の中の超弦理論について考えた。そして、AdS3 × S3 × T 4 の場合は、
時空の conformal 対称性として、 small N = 4 対称性が出てくることを確か
めた。

• さらに AdS3 × S3 × S3 × S1 の中の超弦理論について調べ、時空の conformal

対称性として、 large N = 4 対称性が出てくることを見た。
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• 我々の新しい研究として、時空をオービフォールド化することにより、AdS3×
(S3 × S3 × S1)/Z2 の中の超弦理論について調べ、この時空が対称性として
N = 3 conformal対称性を持つことを解明した。

• large N = 4 対称性についてこれに対応するような brane の配位を M 理論の
中で調べた。

• さらに我々は、N = 3 conformal対称性を出すようなbraneの配位として、M

理論の新しい配位、M5-O5-M2 system に注目し、これが実際に near horizon

極限で AdS3 × (S3 × S3 × S1)/Z2 になることを示し、我々が世界面の理論で
考えた時空が brane の配位として非常に自然に実現できることを示した。

今後の展望
特に、AdS3 の世界面の理論について。
AdS3×S3×T 4 の場合には、対応する時空の CFT が T 4kp/Skp をターゲット空間
とする small N = (4, 4) σ モデルであることが braneの世界体の理論から予想され、
その対応関係もある程度調べられている [22]が、残りの２つ AdS3 × S3 × S3 × S1

の場合とAdS3 × (S3 × S3 × S1)/Z2 の場合は対応する理論の conformal 対称性がど
のようなものか分かっただけで具体的にどんな理論かはわかっていない。これを詳
しく調べることによって何か新しい結果が得られることが期待される。
また、時空の central charge と Kac-Moody 代数のレベルの関係であるが、これ
は通常 Jacobi 恒等式から得られる。ところが、世界面の理論を考えると弦理論が
critical になるべしという要請から決まってしまう。どうしてこうなるのかというこ
とも興味深いことである。
さらに、AdS3 × (コンパクト空間) のコンパクト空間の方を様々なオービフォー
ルドにとって、さらに超対称性の低い理論を作ることも 1 つの課題である。
また、本論では [7]にしたがって、NSR形式の超弦理論から時空の Superconformal

代数を見たが、[23] では、超群をターゲット空間とする弦理論、いわば GS 形式の
超弦理論を考え、そこから Superconformal 代数を導き出している。この両者の関
係も調べてみたい。

謝辞
植松恒夫先生、杉山勝之先生には、この論文のために議論していただき、また、
貴重なお時間をさいて論文の校正をしていただきました。石本志高さんにもこの論
文に関して議論していただきました。松田哲先生、青山秀明先生を始め、研究室の
方々には普段から大変お世話になっています。京都大学理学部の素粒子論研究室の
方々、および基礎物理研究所の方々には、この論文のきっかけとなった AdS のゼミ
を始め様々なゼミや勉強会に参加させていただきました。みなさんに感謝します。



付 録A Anti de Sitter Space

ここでは Anti de Sitter 空間 （AdS）の幾何学的性質についてまとめる。本論で
は metric の符号の違う 2種類の AdS — Lorentzian AdS と Euclidean AdS — を
扱っている。また、(d+ 1) 次元の AdS をAdSd+1 のように表す。

A.1 AdSd+1

A.1.1 Metric

平坦な d+ 2次元空間を考える。座標を {XI}, (I = 1, · · · d+ 2)。metric を

ds2 = ηIJX
IXJ ,

ηIJ = diag(1, 1, · · · , 1, ±1, 1, −1). (A.1)

ここで、 Euclidean AdS をつくるときは ηdd = 1 Lorentzian AdS をつくるときは
ηdd = −1 とする。
AdSd+1 をこの空間のなかの曲面

ηIJX
IXJ = −ℓ2

で定義し、 ℓを半径とよぶ。この曲面を次のような変数 r (≥ 0), xm, (m = 1, · · · d)
を使ってパラメーター付けする。

r = Xd+1 +Xd+2,

xm =
Xmℓ

r
. (A.2)

この時 induce される AdSd+1 の metric は

ds2 =
ℓ2

r2
dr2 +

r2

ℓ2
ηmndx

mdxn. (A.3)

ここでは r = ∞ が境界である。
さらに次の座標もよく使う。上の座標から変数変換 r → u, u = ℓ2/r, (u > 0)

を行なうと metric は、

ds2 =
ℓ2

u2
(du2 + ηmndx

mdxn). (A.4)

ここでは u = 0 が boundary である。
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A.1.2 Christoffel 記号、 Ricci テンソル
(A.4)式のmetricを使って、Christoffel記号、Ricciテンソルなどを求める。x0 ≡ u

と定義すると、
gµν =

ℓ2

u2
ηµν , (µ, ν = 0, · · · , d). (A.5)

ここで、時空の次元は d+1であり、Lorentzianのときは ηµν = diag(1, 1, · · · , 1, −1)

Euclidean のときは ηµν = δµν である。
Christoffel 記号は

Γρ
µν = −1

u
(ηµ0δ

ρ
ν + ην0δ

ρ
µ − ηµνδ

ρ
0). (A.6)

Ricci テンソルは、
Rµν = − d

u2
ηµν = − d

ℓ2
gµν . (A.7)

ところで、宇宙定数 Λ がある Einstein 方程式は、

Rµν −
1

2
gµν(R− Λ) = 0. (A.8)

これを、変形すると、
Rµν =

1

d− 1
Λgµν . (A.9)

これを (A.7)式と比べると、AdSd+1 は、宇宙定数

Λ = −(d− 1)d

ℓ2
. (A.10)

の Einstein 方程式の解になっていることが分かる。

A.1.3 Isometry

AdSd+1には、Lorentzianのときには、SO(d, 2)、Euclideanのときには、SO(d+1,

1) の isometryがある。これらは、それぞれ、平らな d次元 Minkowski空間, d 次元
Euclid 空間の conformal 対称性と同型である。具体的に (A.4)式の metric を使って
書くと、

並進 Pm : δxm = εm, δu = 0, (A.11)

回転 Mmn : δxm = εmnηnkx
k, δu = 0, (A.12)

dilation D : δxm = εxm, δu = εu, (A.13)

special conformal変換 Km : δxm = 2ε · x xm − εm(x · x+ u2),

, δu = 2ε · x u, (A.14)
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ここで、 m, n, k = 1, · · · , d、また、ε · x = ηmnε
mxn, x · x = ηmnx

mxn である。
Killing ベクトルで書くと、

Pm = − ∂

∂xm
,

Mmn = −
[
ηmkx

k ∂

∂xn
,−ηnkxk

∂

∂xm

]
,

D = −xm ∂

∂xm
− u

∂

∂u
,

Km = −2
[
ηmkx

k xn − δnm(x · x+ u2)
] ∂

∂xn
− 2ηmkx

k ∂

∂u
. (A.15)

A.2 AdS3

ここでは特に AdS3 に関することをまとめる。Euclidean の場合と Lorenzian の
場合は少し様子が違うので、分けて考える。

A.2.1 Lorentzian AdS3

座標は (u, x1, x2) で、metric は、

ds2 =
ℓ2

u2
[du2 + (dx1)2 − (dx2)2]. (A.16)

u = 0 が boundary である。γ = x1 + x2, γ̄ = x1 − x2 とおいて、(u, γ, γ̄)でmetric

を書き直すと、
ds2 =

ℓ2

u2
(du2 + dγdγ̄). (A.17)

Killingベクトルは、P1, P2, M12, D, K1, K2の６つであって、isometryはSO(2, 2) ∼=
SL(2, R)× SL(2, R)である。次のように組み直すと右回りと左回りに分かれる。

L−1 =
1

2
(P1 + P2), L̄−1 =

1

2
(P1 − P2),

L0 =
1

2
(D +M12), L̄0 =

1

2
(D −M12),

L1 =
1

2
(K1 −K2), L̄1 =

1

2
(K1 +K2). (A.18)

そうすると、

L−1 = − ∂

∂γ
,

L0 = −γ ∂
∂γ

− 1

2
u
∂

∂u
,

L1 = −γ2 ∂
∂γ

− γu
∂

∂u
+ u2

∂

∂γ̄
. (A.19)
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L̄0,±1 は上の式で、γ ↔ γ̄ としたものである。交換関係は、

[Lm, Ln] = (m− n)Lm+n,

[L̄m, L̄n] = (m− n)L̄m+n,

[Lm, L̄n] = 0.

(A.20)

ただし、m, n = 0, ±1 である。この代数を一般の Lm, L̄m, m = 0, ±1, ±2, · · · に
次のように拡張する。

Lm = −γm+1 ∂

∂γ
− 1

2
(m+ 1)γmu

∂

∂u
+

1

2
(m+ 1)mγm−1u2

∂

∂γ̄
. (A.21)

L̄m は γ ↔ γ̄ の置換えをしたものである。これは、確かに (A.20)の代数を満たす。
ただし、m = 0, ±1 以外は、isometry ではない。εLm による metric の変化は、

δ(ds2) = −ε1
2
(m+ 1)m(m− 1)γm−2dγ2. (A.22)

これは、boundary 付近 (u → 0) では、metric の他の項に比べて小さいので、ほと
んど、isometry に近いといえる。

A.2.2 Euclidean AdS3

Lorentzian の時と同様にして、座標は (u, x1, x2) で、metric は、

ds2 =
ℓ2

u2
[du2 + (dx1)2 + (dx2)2]. (A.23)

u = 0が boundaryである。γ = x1+ ix2, γ̄ = x1− ix2 とおいて、(u, γ, γ̄)でmetric

を書き直すと、
ds2 =

ℓ2

u2
(du2 + dγdγ̄). (A.24)

isometryは、SO(3, 1) ∼= SL(2;C)であるが、それを見るには、次の置き換えをする。

L−1 =
1

2
(P1 − iP2), L̄−1 =

1

2
(P1 + iP2),

L0 =
1

2
(D − iM12), L̄0 =

1

2
(D + iM12),

L1 =
1

2
(K1 + iK2), L̄1 =

1

2
(K1 − iK2). (A.25)

killing ベクトルで書いたもの、交換関係は、(A.19)、(A.20) と形式的に同じである。
ただし、「実際の」変換においては、実数の座標の変分は実数にならないといけない
ので、無限小変換の生成子は a を無限小複素パラメータとして、 aLm + āL̄m のよ
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うになる1。一般の Virasoro への拡張は、 Lorentzian の場合 (A.21) と同様であり、
aLm + āL̄m による、metric の 変化は、

δ(ds2) = −a1
2
(m+ 1)m(m− 1)γm−2dγ2 − ā

1

2
(m+ 1)m(m− 1)γ̄m−2dγ̄2 (A.26)

となる。

1通常の CFT の formalism では、γ と γ̄ を独立な複素変数として扱い、あたかも SL(2;C) が２
つあるかのように定式化する。



付 録B 10, 11次元
Supersymmetry

B.1 10, 11次元 Spinor

B.1.1 9次元Dirac行列 (Euclidean)

{γi, γj} = 2δij i, j = 1, · · · 9 (B.1)

次のような表示をとる。

γ1 = ϵ ⊗ ϵ ⊗ ϵ ⊗ ϵ

γ2 = 12 ⊗ τ1 ⊗ ϵ ⊗ ϵ

γ3 = 12 ⊗ τ1 ⊗ ϵ ⊗ ϵ

γ4 = τ1 ⊗ ϵ ⊗ 12 ⊗ ϵ

γ5 = τ1 ⊗ ϵ ⊗ 12 ⊗ ϵ

γ6 = ϵ ⊗ 12 ⊗ τ1 ⊗ ϵ

γ7 = ϵ ⊗ 12 ⊗ τ1 ⊗ ϵ

γ8 = 12 ⊗ 12 ⊗ 12 ⊗ τ1

γ9 = 12 ⊗ 12 ⊗ 12 ⊗ τ1 (B.2)

ここで，

ϵ =

(
0 1

−1 0

)

τ1 =

(
0 1

1 0

)

τ3 =

(
1 0

0 −1

)

12 =

(
1 0

0 1

)
(B.3)

である。また
γ9 = γ1 · · · γ8 (B.4)
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の関係がある。
この表示の特徴は，

1. 成分ごとに実数

2. 対称行列

である。

B.1.2 10, 11次元 Dirac 行列（Mincovski）
9次元のDirac行列を使って 10, 11次元のDirac行列は次のように作れる。今後，
特に断らない限り，

i, j = 1, · · · , 9, µ, ν = 0, · · · , 9, M, N = 0, · · · , 9, 11

Γi = γi ⊗ τ1 (B.5)

Γ0 = 116 ⊗ ϵ (B.6)

Γ11 = Γ0Γ1 · · ·Γ9

= 116 ⊗ τ3 (B.7)

このとき確かに，

{ΓM , ΓN} = 2ηMN , ηMN = diag(−1, 1, · · · , 1) (B.8)

この表示の特徴は，

1. 成分ごとに実数

2. Γi, Γ11は対称行列，Γ0は反対称行列。

3. 奇数個の Γµの積は
(

0 ∗
∗ 0

)
の形，偶数個の積は

(
∗ 0

0 ∗

)
の形。

である。
10, 11次元の Dirac spinor は複素 32成分である。
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B.1.3 Majorana spinor

この表示では C matrix は
C = Γ0 (B.9)

とできる。実際

C†C = 1 CT = −C CΓMC† = −(ΓM)T (B.10)

charge conjugation は次のようになる。

ψc = Cψ̄T

= C(Γ0)Tψ∗

= ψ∗ (B.11)

Majorana spinor は ψc = ψなので，いまの表示では成分ごとに実数，したがって，
Majorana spinor は実 32成分である。
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