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１次元の分散のある波動について考える。ψ(x, t)は、Fourier変換したもの

ψ̂(x,ω) ∶= ∫ dteiωtψ(x, t)

が、方程式
∂2xψ̂ +

ω2

v(ω)2
ψ̂ = 0 (1)

を満たすとする。ここで、v(ω) > 0は位相速度であり

k = k(ω) = ω

v(ω)

が単調増加関数で、しかも −∞ < ω < ∞ で −∞ < k < ∞ の値をとるとする。このとき、

k = k(ω)は逆に解くことができて、分散関係式 ω = ω(k) を得る。*1

1. 微分方程式 (1)を解いて ψ̂(x,ω)の一般解を求めよ。

2. これを Fourier変換することにより、F (k),G(k)を任意関数として

ψ(x, t) = ∫
dk

2π
(F (k)eikx−iω(k)t +G(−k)e−ikx−iω(k)t)

と表されることを示せ。

3. 以下では簡単のため G(k) = 0 の場合を考える。さらに F (k) は k = k0 付近にの

み分布していて ω(k) を k = k0 のまわりに Taylor 展開して考えてもよいとする。

ω0 ∶= ω(k0), dωdk (k0) =∶ ω
′
0,

d2ω
dk2 (k0) =∶ ω′′0 と略記する。

ω(k)を (k − k0)の 1次まで Taylor展開した場合、f0(x)をある関数として

ψ(x, t) = eik0x−iω0tf0(x − ω′0t)

と書けることを示せ。これを見ると ω′0 が「群速度」と呼ばれる理由が分かるであ

ろう。

裏面に続く

*1 一般的な書き方とは異なることに注意。分散関係式は kを波数ベクトルとして ω(k) > 0にするのが一般的
である。



4. ω(k)を (k − k0)の 2次まで Taylor展開して考える。

ψ(x, t) = eik0x−iω0tf(x − ω′0t, t)

と書いた時、f(x, t)を積分の形で表わせ。

5. 具体的に t = 0で Gauss型の波束

f(x,0) = Ne−
1
2λx

2

(2)

であったとする。ここで N ,λは実数の定数である。このとき、F (k)および f(x, t)

を求めよ。

6. (2)のような、波束は xがだいたい幅 1/
√
Reλの範囲内に広がっている。時刻 tでの

「波束の幅」を求め、横軸を t、縦軸を幅にとって、グラフに表わせ。


