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このノートでは一般の次元でのスピノールについてまとめる。主に参考にしたのは
九後氏のノート [1]であるが少し conventionが異なる。例えば Minkovski時空の場合
にガンマ行列が 𝑖 倍異なる。Polchinskiの教科書 [2]も参考にした。
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1 Clifford代数と Spin群の表現

𝐷 次元 Euclid空間を考える。Clifford代数は生成子 Γ𝜇, 𝜇 = 1, . . . , 𝐷 から生成される
自由代数に次の関係式を入れたものである。

{Γ𝜇, Γ𝜈 } = 2𝜂𝜇𝜈1. (1)

ここで 𝜂𝜇𝜈 は平らな時空の計量で

𝜂𝜇𝜈 =


−1 (𝜇 = 𝜈 = 1, 2, . . . , 𝑡),

+1 (𝜇 = 𝜈 = 𝑡 + 1, . . . , 𝐷),

0 (𝜇 ≠ 𝜈) .

また、𝑡, 𝑠 := 𝐷 − 𝑡 はそれぞれ時間の次元、空間の次元である。つまり

(Γ𝜇)2 = −1, (𝜇 = 1, . . . , 𝑡), (Γ𝜇)2 = +1, (𝜇 = 𝑡 + 1, . . . , 𝐷), Γ𝜇Γ𝜈 = −Γ𝜈Γ𝜇, 𝜇 ≠ 𝜈 (2)
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である。
Clifford代数の表現を考える。表現とは、抽象的な代数の元を積の構造を保つよう
に行列で表すことである。

Clifford代数は、その一部に so(𝑡, 𝑠)を含むので、Clifford代数の表現を与えるとそれ
に対応して so(𝑡, 𝑠) の表現が作れる。実際 Γ𝜇 を Clifford代数の生成子の表現1）として、
行列 𝐽 𝜇𝜈 を

𝐽 𝜇𝜈 :=
1
2
Γ𝜇𝜈

で定義する。ここで

Γ𝜇1𝜇2 ...𝜇𝑟 := Γ [𝜇1Γ𝜇2 · · · Γ𝜇𝑟 ]

という記号を用いた。すると 𝐽 𝜇𝜈 は交換関係

[𝐽 𝜇𝜈 , 𝐽 𝜌𝜎 ] = 𝜂𝜈𝜌 𝐽 𝜇𝜎 + 𝜂𝜇𝜎 𝐽𝜈𝜌 − 𝜂𝜇𝜌 𝐽𝜈𝜎 − 𝜂𝜈𝜎 𝐽 𝜇𝜌

を満たすので so(𝑡, 𝑠)の表現になる2）。また、これの expをとることにより群 Spin(𝑡, 𝑠)
の表現が得られる。

Clifford代数の一つの表現 Γ𝜇 が与えられたとして、任意の正則行列𝑈 を用いて共役
をとったもの Γ′𝜇 :=𝑈 Γ𝜇𝑈 −1も (1)を満たすので Clifford代数の表現である。このよう
につながっている Γ𝜇 と Γ′𝜇 は同値な表現であり、区別しないことが多い。

2 Euclid空間の Clifford代数の表現

Euclid空間では 𝜂𝜇𝜈 = 𝛿𝜇𝜈 となるので、Clifford代数は

{Γ𝜇, Γ𝜈 } = 2𝛿𝜇𝜈1 (3)

となる。ここではしばらく Euclid空間に限定して、Clifford代数や群の表現を考えて
いく。

1） 抽象的な代数の元とその表現を同じ記号で表している。本来記号を変えるべきだと思うが、かえって
煩雑になるのでここでは教科書などの慣習と同じように同じ記号を用いる。

2） 既約とは限らない。

2



2.1 偶数次元 𝐷 = 2𝑛

次のようにして、フェルミオン的な生成消滅演算子の組を作る。

𝑏1 :=
1
2
(Γ1 + 𝑖Γ2), 𝑏†1 :=

1
2
(Γ1 − 𝑖Γ2),

· · ·

𝑏𝑛 :=
1
2
(Γ2𝑛−1 + 𝑖Γ2𝑛), 𝑏†𝑛 :=

1
2
(Γ2𝑛−1 − 𝑖Γ2𝑛) .

(4)

ここで、†という記号を用いたが、必ずしも行列としてエルミート共役かどうかは、
分からない。しかし、後で見るように、この †がエルミート共役になるように表現空
間に内積を入れることができる。このような内積のもとで正規直交基底をとって行
列で表現すれば、†は行列としてのエルミート共役とすることができる。
さて、(4)の生成消滅演算子の間の反交換関係は

{𝑏𝐴, 𝑏†𝐵} = 𝛿𝐴𝐵, {𝑏𝐴, 𝑏𝐵} = {𝑏†𝐴, 𝑏
†
𝐵} = 0 (5)

となる。任意の状態から始めて消滅演算子をかけていくことによりすべての消滅演
算子で消される状態 |+ + · · · +⟩

𝑏𝐴 |+ + · · · +⟩ = 0, 𝐴 = 1, . . . , 𝑛 (6)

を必ず得る。ここから生成演算子をかけていくことにより、その他の状態を得る。

𝑏†1 |+ + · · · +⟩ =: |− + · · · +⟩ , (7)

𝑏†2 |+ + · · · +⟩ =: |+ − · · · +⟩ , (8)

𝑏†1 |+ − · · · −⟩ =: |− − · · · −⟩ (9)

などと定義していく。このとき、例えば 𝑏†1𝑏
†
2 = −𝑏†2𝑏

†
1 なので

𝑏†2 |− + · · · −⟩ = − |− − · · · −⟩ (10)

であることに注意する。こうして 2𝑛 個の状態

|± ± · · · ±⟩ (11)

ができる。この 2𝑛 個の状態を基底とした表現を [1]にならって「標準表現」と呼ぶこ
とにしよう。標準表現は作り方から既約表現である。逆に任意の既約表現はこの操
作を施して基底を取り替えることにより、標準表現に持ってくることができる。この
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ことから、偶数次元の Clifford代数の既約表現は一種類しかない、ということが結論
できる3）。
例：2次元 基底への生成消滅演算子の作用は

𝑏1 |+⟩ = 0, 𝑏†1 |+⟩ =: |−⟩ , 𝑏†1 |−⟩ = 0, 𝑏1 |−⟩ = 𝑏1𝑏
†
1 |+⟩ = (1 − 𝑏†1𝑏1) |+⟩ = |+⟩ (12)

と計算できる。したがって |+⟩ =
(1
0
)
, |−⟩ =

(0
1
) とすると

𝑏†1 = ©­«
0 0

1 0
ª®¬, 𝑏1 = ©­«

0 1

0 0
ª®¬

と表現できる。したがって

Γ1 = 𝑏1 + 𝑏†1 = ©­«
0 1

1 0
ª®¬ =: 𝜎1, Γ2 =

1
𝑖
(𝑏1 − 𝑏†1) =

©­«
0 −𝑖
𝑖 0

ª®¬ =: 𝜎2

となる。
一般の 2𝑛次元では、

Γ1 = 𝜎1 ⊗ 1 ⊗ · · · ⊗ 1, Γ2 = 𝜎2 ⊗ 1 ⊗ · · · ⊗ 1,

Γ3 = 𝜎3 ⊗ 𝜎1 ⊗ · · · ⊗ 1, Γ4 = 𝜎3 ⊗ 𝜎2 ⊗ · · · ⊗ 1,

· · · (13)

のように表現できる。繰り返しになるが、この表現を「標準表現」と呼ぶ。任意の既
約表現は標準表現に同値である。

2.1.1 𝐶 行列
Γ𝜇 を Clifford代数の標準表現としたとき、(Γ𝜇)𝑇 や −Γ𝜇 も Clifford代数の既約表現に

なっていて、しかもエルミート性を保つ。したがってこれらは標準表現に同値である
ので、次のような行列 𝐶𝜂′, 𝜂

′ = ±1が存在するはずである。

𝐶𝜂′Γ
𝜇𝐶−1

𝜂′ = 𝜂′Γ𝜇𝑇 , 𝐶†
𝜂′𝐶𝜂′ = 1. (14)

実際、𝐶𝜂′ は次のようにとれる。

𝐶+ = 𝜎1 ⊗ 𝜎2 ⊗ 𝜎1 ⊗ · · · , (15)

𝐶− = 𝜎2 ⊗ 𝜎1 ⊗ 𝜎2 ⊗ · · · . (16)

3） 後で見るように、この Clifford代数の既約表現から作られる Spin(2𝑛) の表現は既約ではなく、二つの
同値ではない表現に分かれる。このことと Clifford代数の既約表現が一種類しかないことを混同しては
ならない。
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ここでは標準表現という特別な基底をとり、𝐶 も具体的な一つをとって考えたが、今
後の議論がこの基底の取り方によらないことは、付録 Aで見る。
この 𝐶 行列の転置に対する振る舞いは重要である。符号 𝜖′を

𝐶𝑇𝜂′ = 𝜖
′𝐶𝜂′ (17)

で定義する。式 (16)から
𝑛 mod 4 1 2 3 4

𝜖′ when 𝜂′ = + + − − +
𝜖′ when 𝜂′ = − − − + +

となることが分かる。式一つで書くこともできて

𝜖′ = (−1) [𝑛/2]𝜂′𝑛

となる。ここで [·] は Gauss記号である。

2.2 奇数次元 𝐷 = 2𝑛 + 1

奇数次元 𝐷 = 2𝑛 + 1の場合、Γ1 から Γ2𝑛 までは 𝐷 = 2𝑛 のときの既約表現で表し、
Γ2𝑛+1は、

Γ2𝑛+1 = (−𝑖)𝑛Γ1Γ2 · · · Γ2𝑛 (18)

とすれば、Clifford代数の反交換関係 (3)を満たす。ここで注意することは、奇数次
元の場合 Clifford代数の同値でない既約表現が２種類あることである。(18)に対して
Γ2𝑛+1の代わりに

Γ′2𝑛+1 = −(−𝑖)𝑛Γ1Γ2 · · · Γ2𝑛 (19)

を持ってきたとすると、これらは同値な表現ではあり得ない。なぜなら関係式 (18)

や (19)は、共役 Γ𝜇 → 𝑈 Γ𝜇𝑈 −1で不変であるからである。別の言い方をすると Clifford

代数のある既約表現 Γ𝜇 があったとき −Γ𝜇 も既約表現であるが、元の既約表現とは同
値ではない既約表現である。
これらを踏まえると Γ𝜇𝑇 は Γ𝜇 に同値か −Γ𝜇 に同値かのいずれかである。つまり、
偶数次元の場合は 𝜂′ = ±は両方あり得たが、奇数次元では、この符号 𝜉′

𝐶Γ2𝑛+1𝐶−1 = 𝜉′(Γ2𝑛+1)𝑇
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は符号はどちらかに決まる。𝜉′は、(18)の両辺を 𝐶,𝐶−1ではさむことで

𝐶Γ2𝑛+1𝐶−1 = (−𝑖)𝑛𝐶Γ1𝐶−1𝐶Γ2𝐶−1 . . .𝐶Γ2𝑛𝐶−1

= (−𝑖)𝑛 (Γ1)𝑇 (Γ2)𝑇 . . . (Γ2𝑛)𝑇

= (−𝑖)𝑛 (Γ2𝑛 . . . Γ1)𝑇

= (−1)𝑛 (−𝑖)𝑛 (Γ1 . . . Γ2𝑛)𝑇

= (−1)𝑛 (Γ2𝑛+1)𝑇

となって、𝜉′ = (−1)𝑛 となる。したがって 𝐶 としては 𝐶𝜉 ′ の方をとって来なければな
らない。

2.3 まとめ
ここまでで Clifford代数の表現を考え、様々な符号を導入してきたが、ここでそれ
らについてまとめておく。
まず、Clifford代数の既約表現は 𝐷 = 2𝑛では１種類のみ、𝐷 = 2𝑛 + 1では２種類あ
る。𝐷 = 2𝑛 + 1での２種類はすべての Γ𝜇 をかけたときの符号

Γ1 · · · Γ2𝑛+1 = ±𝑖𝑛

で区別される。
𝐶 行列は

𝐶Γ𝜇𝐶−1 = 𝜂′(Γ𝜇)𝑇 , 𝐶†𝐶 = 1

として導入される。𝐷 = 2𝑛あるいは 𝐷 = 2𝑛 + 1で 𝜉′ = (−1)𝑛 として定義する。偶数次
元では 𝜂′はどちらの符号もありうるが、奇数次元では 𝜂′ = 𝜉′の場合のみある。
𝐶 行列の転置を考え

𝐶𝑇 = 𝜖′𝐶

として符号 𝜖′を導入する。
これらの符号は 𝐷 mod 8で決まり、次の表のようになる。
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𝐷 mod 8 1 2 3 4 5 6 7 8

𝜉′ + − − + + − − +
𝜂′ + + − − + − + + − − + −
𝜖′ + + − − − − − − + + + +

表 1 様々な符号の表

3 Euclid空間の Spin群の表現

3.1 DiracスピノールとWeylスピノール
𝐷 = 2𝑛 で Γ𝜇 を Clifford代数の標準表現とする。このとき、𝐽 𝜇𝜈 = 1

2Γ
𝜇𝜈 は so(2𝑛) の

可約表現である。この表現空間の元 𝜓 を Diracスピノールと呼ぶ。このとき (18)の
Γ2𝑛+1に対して

[Γ2𝑛+1, 𝐽 𝜇𝜈 ] = 0

となるので Γ2𝑛+1 の固有空間 Γ2𝑛+1𝜓 = ±𝜓 は so(2𝑛) の作用で不変となる。それぞれの
固有空間は so(2𝑛) の既約表現になり、その元をWeylスピノールと呼ぶ。また Γ2𝑛+1

の固有値を chiralityと呼ぶ。
𝐷 = 2𝑛 + 1では、Clifford代数の表現から作られる so(2𝑛 + 1) の表現は既約表現であ
る。この表現空間の元はやはり Diracスピノールと呼ばれる。𝐷 = 2𝑛 + 1では Clifford

代数の既約表現は２種類あったが、これらから作られる so(2𝑛 + 1) の表現は同じもの
である。

3.2 荷電共役
ここでは、荷電共役について考えよう。荷電共役とは表現論の立場から言えば、複
素共役表現を考えることである。もし複素共役表現が元の表現と同値ならば、基底の
変更を考えることで、同じ行列での表現になる。この基底の変更、あるいは共役を含
めて荷電共役と呼ぶ。
𝐷 = 2𝑛あるいは 𝐷 = 2𝑛 + 1とする。𝐶 を𝐶 行列（偶数次元ではどちらかを選ぶ）と
する。𝜓 を Diracスピノールとして、その荷電共役𝜓𝑐 を

𝜓𝑐 =𝐶−1𝜓 ∗ (20)
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と定義すると、𝜓𝑐 はまた Diracスピノールとなる。実際 so(𝐷) の作用に対して

(𝐽 𝜇𝜈𝜓 )𝑐 = 𝐽 𝜇𝜈𝜓𝑐

であることが (14)と Γ𝜇 がエルミート行列であることを用いてチェックできる。
荷電共役を２回やったものは

(𝜓𝑐)𝑐 = (𝐶−1𝜓 ∗)𝑐 =𝐶−1𝐶−1∗𝜓 = 𝜖′𝐶−1𝐶−1†𝜓 = 𝜖′𝜓

となる。 𝜖′ = +1の場合、この Diracスピノールの表現は実表現になり、𝜓𝑐 = 𝜓 とな
るようなスピノールを考えることができる。このようなスピノールを Majoranaスピ
ノールと呼ぶ。
ところで 𝐶 は、表現論の立場からは不変双線形形式の役割を果たす。つまり 𝜒,𝜓

を二つの Diracスピノールとすると

𝐶𝛼𝛽 𝜒
𝛼𝜓 𝛽 = 𝜒𝑇𝐶𝜓 = 𝜒𝑐†𝜓

は、so(𝐷)の作用で不変である。
したがって、Majoranaスピノールが存在する 𝜖′ = +1の場合には、Diracスピノール
表現は対称な不変双線形形式が存在する実表現ということになる。実際基底の取り
換えで 𝐶 = 1にすることができて（付録 A.3参照）、すべての Γ𝜇 を実対称行列にとる
ことができる。
𝜖′ = −1の場合は Diracスピノールは反対称な不変双線形形式が存在する擬実表現で
ある。
奇数次元の場合は Diracスピノールは既約表現であるので次元のみによって決まる

𝜖′によって実か擬実かが決まる。偶数次元では Diracスピノールは可約表現なので、
それが複素か実か擬実かということが一意に決まるとは限らない。偶数次元の場合
には既約表現であるWeylスピノールで考えるべきである。

3.3 Weylスピノールの荷電共役
𝐷 = 2𝑛とし、𝜓 を Γ2𝑛+1𝜓 = 𝑎𝜓, 𝑎 = ±となるWeylスピノールとする。(20)の意味で
の荷電共役𝜓𝑐 に Γ2𝑛+1をかけると

Γ2𝑛+1𝜓𝑐 =𝐶−1𝐶Γ2𝑛+1𝐶−1𝜓 ∗ =𝐶−1𝜉′Γ2𝑛+1∗𝜓 ∗ = 𝜉′𝑎𝐶−1𝜓 ∗ = 𝜉′𝑎𝜓𝑐

となるので、𝜓𝑐 の chirality は 𝜉′𝑎 である。したがって、𝜉′ = −1 のとき、つまり
𝐷 = 4ℓ + 2のときには 𝜓 と 𝜓𝑐 は異なる表現に属するのでWeylスピノールは複素表現
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である。一方 𝜉′ = +1つまり 𝐷 = 4ℓ の場合には 𝜓 と 𝜓𝑐 は同じ表現になるので、実ま
たは擬実である。
𝐷 = 4ℓ の場合に、実か擬実かは、𝜖′ = +1の 𝐶 が存在するか否かで決まる。表 1に
よると 𝐷 = 8𝑘の場合には、𝜖′ = +1でありしたがってWeylスピノールは実である。こ
のとき基底の変換により 𝐶 = 1にすることができ、この基底ですべての Γ𝜇 は実対称
行列で Γ2𝑛+1 は対角行列にすることができる。さらにWeylスピノールに 𝜓𝑐 =𝜓 の条
件を課すことができる。このようなスピノールをMajorana-Weylスピノールと呼ぶ。
𝐷 = 8𝑘 + 4の場合には 𝜖′ = −1であり、Weylスピノールは擬実表現である。

3.4 まとめ
これまで考察してきた Spin(𝐷)の表現について表 2にまとめる。

𝐷 mod 8 1 2 3 4 5 6 7 8

𝜉′ + − − + + − − +
𝜂′ + + − − + − + + − − + −
𝜖′ + + − − − − − − + + + +

あり得るスピノール M M,W W M,W M M,W,MW

C, R, PR R C PR PR PR C R R

表 2 Spin(𝐷) の表現のまとめ。あり得るスピノールのところは M: Majorana, W: Weyl, MW:
Majorana-Weylで表した。また、C, R, PRの欄は Spin(𝐷) の既約表現（奇数次元は Dirac,偶
数次元はWeyl）について、それぞれ C:複素、R:実、PR:擬実を示した。

4 Euclid空間の Pin+群の表現

Clifford代数の表現からは、Pin+(𝐷) の表現も作ることができる。Pin+(𝐷) とは、鏡
映を含む O(𝐷) 群の二重被覆であり、Spin(𝐷) に鏡映を合わせたものである。肩の +
は鏡映 𝑅が 𝑅2 = 1を満たすことを表す。

Clifford代数の表現が与えられたとき、様々な Spin(𝐷) の元 exp
(
𝜃𝜇𝜈Γ

𝜇𝜈
) と 𝜇 軸に垂

直な面での鏡映 Γ𝜇 をかけたりしてできるもの全体で表現される。

4.1 偶数次元 𝐷 = 2𝑛

偶数次元では、鏡映により chiralityが入れ替わるので、Diracスピノールが既約表現
になる。また、Clifford代数の既約表現は１種類しかないため、Pin+(2𝑛) のスピノー
ル表現も１種類しかない。
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この表現は実か擬実であるが、どちらになるかは次のようにして分かる。Pin+(2𝑛)
の表現には、Γ𝜇 の１次が含まれるので、荷電共役を考える際には 𝐶 = 𝐶+ を持ってく
る必要がある。そうすれば、任意の Pin+(2𝑛)の元の表現 𝑔に対して

𝐶𝑔𝐶−1 = 𝑔∗

が成り立つ。このとき 𝜖′ = +であれば実表現、𝜖′ = −であれば擬実表現である。

4.2 奇数次元 𝐷 = 2𝑛 + 1

奇数次元では、Diracスピノールが既約表現である。Clifford代数の既約表現が２種
類あることに対応して Pin+(2𝑛 + 1) の既約スピノール表現も２種類ある。
奇数次元の場合、𝐶Γ𝜇𝐶−1 = 𝜉′Γ𝜇∗ であることを思い出す。したがって 𝜉′ = −1の場
合、つまり 𝐷 = 4ℓ + 3の場合には複素共役により異なる表現になるので複素表現であ
る。𝜉′ = +1の場合、つまり 𝐷 = 4ℓ + 1の場合には実あるいは擬実である。この場合
𝜖′ = +1なら対称な不変双線形形式があるので実、𝜖′ = −1なら反対称な双線形形式が
あるので擬実である。

4.3 まとめ
ここまでの Pin+(𝐷) の表現の考察の結果をまとめる。偶数次元の場合、Pin+(𝐷) の
既約スピノール表現は１種類しかなく、実または擬実である。𝐶行列としては 𝜂′ = +1

のものを選ばなければならない。奇数次元の場合、同値でない２種類の表現がある。
これらの結果を表にまとめる。

𝐷 mod 8 1 2 3 4 5 6 7 8

𝜉′ + − − + + − − +
𝜖′ + + − − − − + +

C, R, PR R R C PR PR PR C R

表 3 Pin+(𝐷) の表現。偶数次元は 𝜂′ = +1の場合のみ示している。

5 Euclid空間の Pin−群の表現

鏡映を含む O(𝐷) 群の二重被覆には、先程考えた Pin+(𝐷) とは異なるものがある。
これは、Pin−(𝐷) と呼ばれる。肩の −は鏡映 𝑅 が 𝑅2 = −1を満たすことを表す。ここ
では Pin−(𝐷) の表現を考えよう。
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Clifford 代数の表現が与えられたとき、先程と異なり 𝜇 軸に垂直な面での鏡映は
𝑖Γ𝜇 で表される。これらと様々な Spin(𝐷) の元 exp

(
𝜃𝜇𝜈Γ

𝜇𝜈
) をかけたりしたもの全体が

Pin−(𝐷) の表現になる。

5.1 偶数次元 𝐷 = 2𝑛

偶数次元では、鏡映により chiralityが入れ替わるので、Diracスピノールが既約表現
になる。また、Clifford代数の既約表現は１種類しかないため、Pin−(2𝑛) のスピノー
ル表現も１種類しかない。
この表現は実か擬実であるが、どちらになるかは次のようにして分かる。Pin−(2𝑛)
の表現には、𝑖Γ𝜇 の１次が含まれるので、荷電共役を考える際には 𝐶 =𝐶−を持ってく
る必要がある。そうすれば、任意の Pin−(2𝑛)の元の表現 𝑔に対して

𝐶𝑔𝐶−1 = 𝑔∗

が成り立つ。このとき 𝜖′ = +であれば実表現、𝜖′ = −であれば擬実表現である。

5.2 奇数次元 𝐷 = 2𝑛 + 1

奇数次元では、Diracスピノールが既約表現である。Clifford代数の既約表現が２種
類あることに対応して Pin−(2𝑛 + 1) の既約スピノール表現も２種類ある。
奇数次元の場合、𝐶 (𝑖Γ𝜇)𝐶−1 = −𝜉′(𝑖Γ𝜇)∗ であることを思い出す。したがって 𝜉′ = +1

の場合、つまり 𝐷 = 4ℓ + 1の場合には複素共役により異なる表現になるので複素表現
である。𝜉′ = −1の場合、つまり 𝐷 = 4ℓ + 3の場合には実あるいは擬実である。この場
合 𝜖′ = +1なら対称な不変双線形形式があるので実、𝜖′ = −1なら反対称な双線形形式
があるので擬実である。

5.3 まとめ
ここまでの Pin−(𝐷) の表現の考察の結果をまとめる。偶数次元の場合、Pin−(𝐷) の
既約スピノール表現は１種類しかなく、実または擬実である。𝐶行列としては 𝜂′ = −1

のものを選ばなければならない。奇数次元の場合、同値でない２種類の表現がある。
これらの結果を表にまとめる。
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𝐷 mod 8 1 2 3 4 5 6 7 8

𝜉′ + − − + + − − +
𝜖′ + − − − − + + +

C, R, PR C PR PR PR C R R R

表 4 Pin− (𝐷) の表現。偶数次元は 𝜂′ = −1の場合のみ示している。

6 一般の時間、空間次元をもつ時空の Clifford代数と Spin
群の表現
Γ
𝜇
𝐸 , 𝜇 = 1, . . . , 2𝑛 を (13) で表される Euclid 空間の Clifford 代数の標準表現とする。

𝐷 = 2𝑛 + 1の場合には (18)あるいは (19)により Γ2𝑛+1
𝐸 を付け加える。そうすれば、

{Γ𝜇𝐸 , Γ
𝜈
𝐸 } = 2𝛿𝜇𝜈1

を満たす。Γ𝜇 を

Γ𝜇 :=


𝑖Γ
𝜇
𝐸 , 𝜇 = 1, . . . , 𝑡,

Γ
𝜇
𝐸 , 𝜇 = 𝑡 + 1, . . . , 𝐷,

(21)

と定義すれば、(1)の反交換関係を満たすので、一般の Clifford代数の表現になってい
る。作り方から、偶数次元では既約表現は１種類しかなく、奇数次元では同値でない
２種類の既約表現がある。
𝐶 を (16)で表される 𝐶𝜂′ とすると、転置には 𝑖 が掛かっていることが影響を及ぼさ
ないことから、

𝐶Γ𝜇𝐶−1 = 𝜂′(Γ𝜇)𝑇

の関係はそのまま成り立つ。また奇数次元の場合に 𝜂′ = 𝜉′のみが許されることも同
様である。

6.1 Dirac共役
𝜓 を Diracスピノールとする。𝜓 の Dirac共役𝜓 を

𝜓 :=𝜓 †Γ1 · · · Γ𝑡

として定義する。このとき、Spin(𝑡, 𝑠)の元の表現を 𝑔として、𝜓 → 𝑔𝜓 の変換を行った
とき𝜓 → 𝜓𝑔−1と変換する。つまり、𝜓, 𝜒 を Diracスピノールとすると𝜓 𝜒 は Spin(𝑡, 𝑠)
の作用で不変になる。
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6.2 荷電共役と B行列
Diracスピノール𝜓 の荷電共役𝜓𝑐 を

𝜓𝑐 :=𝐶−1𝜓𝑇 (22)

で定義する。すると 𝜓𝑐 はまた Diracスピノールになる。これをもう少し注意深く調
べるために行列 𝐵を

𝐵−1 =𝐶−1(Γ1 · · · Γ𝑡 )𝑇 (23)

で定義する。定義から 𝐵はユニタリー行列である。すると

𝜓𝑐 := 𝐵−1𝜓 ∗

と書ける。
このように定義した 𝐵が次の性質を満たすことが分かる

𝐵Γ𝜇𝐵−1 = 𝜂Γ𝜇∗, 𝐵𝑇 = 𝜖𝐵. (24)

ただし、

𝜉 = (−1) [ 𝑠−𝑡2 ] , 𝜖 = (−1) [ 𝑠−𝑡4 ]𝜂 [ 𝑠−𝑡2 ] (25)

である。また偶数次元の場合は 𝜂 = (−1)𝑡𝜂′は ±両方あり得るが、奇数次元の場合は
𝜂 = 𝜉 の場合のみである。証明は付録 Bにまわす。
さて、荷電共役（複素共役）で表現がどのようになるかを考えよう。Euclid空間の
場合の 𝐶, 𝜂′, 𝜉′, 𝜖′を 𝐵, 𝜂, 𝜉, 𝜖 で置き換えれば、完全に同様にできる。例えば、Diracス
ピノール𝜓 に対して、荷電共役を２回やると

(𝜓𝑐)𝑐 = (𝐵−1𝜓 ∗)𝑐 = 𝐵−1𝐵−1∗𝜓 = 𝜖𝐵−1𝐵−1†𝜓 = 𝜖𝜓

となるので 𝜖 = 1のとき、𝜓𝑐 =𝜓 の条件を課すことができ、Majoranaスピノールが存
在する。このとき、適当な基底をとれば 𝐵 = 1にすることができる。偶数次元 𝐷 = 2𝑛

の場合、Weylスピノールを考えると chiralityは Γ2𝑛+1 = (−𝑖)𝑛−𝑡Γ1 · · · Γ2𝑛 で表される。
これは、空間 𝑠 を一つ増やして 2𝑛 + 1次元にしたときの Γ2𝑛+1なので、

𝐵Γ2𝑛+1𝐵−1 = 𝜉Γ2𝑛+1
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を満たすことに注意する。Γ2𝑛+1
𝐸 𝜓 = 𝑎𝜓, 𝑎 = ±として、荷電共役を考えると

Γ2𝑛+1𝜓𝑐 = 𝐵−1𝐵Γ2𝑛+1
𝐸 𝐵−1𝜓 ∗ = 𝜉𝐵−1Γ2𝑛+1∗

𝐸 𝜓 ∗ = 𝜉𝑎𝐵−1𝜓 ∗ = 𝜉𝑎𝜓𝑐

となる。したがって 𝜉 = −1の場合、荷電共役は別の表現になり、𝜉 = +1の場合、荷電
共役は同じ表現になる。特に 𝜉 = +1で 𝜖 = +1の場合、Majorana-Weylスピノールが存
在する。
注意することは、今の場合 Spin(𝑠, 𝑡) は一般にコンパクトではないし、表現はユニ
タリー表現ではないので、コンパクト群のユニタリー表現の場合の言葉遣い（複素、
実、擬実）が必ずしも便利であるとは限らないことである。例えば、複素共役で異な
る表現に行くものを複素表現、同じ表現に行くが、𝐵 が対称なものを実表現、𝐵 が
反対称なものを擬実表現と呼ぶことにする。すると実表現なら Majorana(-Weyl)スピ
ノール𝜓𝑐 =𝜓 が存在し、適当に基底を取りかえることで 𝐵 = 1にもってくることがで
きる。擬実表現の場合はそれはできない。ただし、実表現の場合に対称な不変双線形
形式があるとは限らないし、擬実表現の場合に反対称な不変双線形形式があるとは限
らない。実際には不変双線形形式を表すのは 𝐵ではなくて 𝐶 である。
結果を表 5にまとめる。

(𝑠 − 𝑡) mod 8 1 2 3 4 5 6 7 8

𝜉 + − − + + − − +
𝜂 + + − − + − + + − − + −
𝜖 + + − − − − − − + + + +

あり得るスピノール M M,W W M,W M M,W,MW

C, R, PR R C PR PR PR C R R

表 5 Spin(𝑠, 𝑡)の表現のまとめ。

A 基底の変換

A.1 C行列の基底の変換について
𝑈 をユニタリー行列、Γ𝜇 を Clifford代数のある既約表現として、Γ′𝜇 を

Γ𝜇 =𝑈 Γ′𝜇𝑈 −1 (26)
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で定義したとき、Γ′𝜇 も Clifford代数の（同値な）表現になっている。このとき𝐶 がど
のように振る舞うかを見てみよう。特に次の定理 1を証明する。

定理 1 符号 𝜖′はこの変換で変わらない。

式 (14)で表される 𝐶 の性質

𝐶Γ𝜇𝐶−1 = 𝜂′Γ𝜇𝑇

に式 (26)を代入して変形すると

𝑈𝑇𝐶𝑈 Γ′𝜇𝑈 −1𝐶𝑈 −1𝑇 = 𝜂′Γ′𝜇𝑇

となるので

𝐶′ :=𝑈𝑇𝐶𝑈 (27)

と定義すれば、

𝐶′Γ′𝜇𝐶′−1 = 𝜂′Γ′𝜇𝑇

となる。したがってこの 𝐶′は Γ′𝜇 に対する C行列である。定義 (27)から 𝐶′はまたユ
ニタリーである。𝐶′の転置に対する振る舞いを見てみると

𝐶′𝑇 = (𝑈𝑇𝐶𝑈 )𝑇 =𝑈𝑇𝐶𝑇𝑈 = 𝜖′𝑈𝑇𝐶𝑈 = 𝜖′𝐶′

となるので、𝐶 と同じ符号 𝜖′が現れる。
基底の変換のもとで 𝐵 も 𝐶 と同じ変換をする。したがって符号 𝜖 も基底の取り方
によらない。

A.2 𝐶 の取り方の一意性
標準表現に対して本文では 𝐶 として一つの例をとってそこから始めた。しかし、

Clifford代数の既約表現を一つ決めれば 𝐶 の取り方はほぼ一意的であることを示す次
の定理が成り立つ。

定理 2 ある符号 𝜂 を決めたとして、𝐶 と 𝐶′が両方とも

𝐶Γ𝜇𝐶−1 = 𝜂 (Γ𝜇)𝑇 , 𝐶′Γ𝜇𝐶′−1 = 𝜂 (Γ𝜇)𝑇 (28)
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を満たす場合、ある複素数 𝑎を用いて 𝐶 = 𝑎𝐶′となる。

証明 正則な行列 𝑉 を 𝑉 :=𝐶′−1𝐶 で定義する。そうすると (28)より

𝑉 Γ𝜇𝑉 −1 =𝐶′−1𝐶Γ𝜇𝐶−1𝐶′ = 𝜂𝐶′−1(Γ𝜇)𝑇𝐶′ = Γ𝜇 (29)

となるので、𝑉 はすべての Γ𝜇 と可換である。Schurの補題より4）𝑉 は単位行列のスカ
ラー倍 𝑉 = 𝑎1, (𝑎はある複素数 )と書ける。したがって 𝐶 = 𝑎𝐶′が示された。
ここで考えている場合、𝐶 も𝐶′もユニタリー行列であるので |𝑎 | = 1、つまり 𝑎は位
相である。

A.3 𝐶 が対称の場合、𝐶 = 1となる基底がとれること
ここと次の節に関しては、例えば [3]が参考になる。
次の命題を証明する。

定理 3 𝐶 が 𝑁 × 𝑁 ユニタリー行列かつ対称行列のとき、𝐶 =𝑈𝑇𝑈 となるユニタリー
行列𝑈 が存在する。

𝐶 は対称行列なので、ある実対称行列 𝐴, 𝐵を用いて

𝐶 = 𝐴 + 𝑖𝐵

と書ける。𝐶 がユニタリー行列であることから

1 =𝐶†𝐶 = (𝐴 − 𝑖𝐵)(𝐴 + 𝑖𝐵) = 𝐴2 + 𝐵2 + 𝑖 (𝐴𝐵 − 𝐵𝐴)

なので、実部と虚部を比較して

[𝐴, 𝐵] = 0, 𝐴2 + 𝐵2 = 1 (30)

となる。特に実対称行列 𝐴と 𝐵は可換なので直交行列 𝑂 で対角化できて

𝐴 =𝑂𝑇

©­­­­­­­«

𝑎1

𝑎2
. . .

𝑎𝑁

ª®®®®®®®¬
𝑂, 𝐵 =𝑂𝑇

©­­­­­­­«

𝑏1

𝑏2
. . .

𝑏𝑁

ª®®®®®®®¬
𝑂

4） 個人的に（おそらく多くの物理学者にとっても）なじみがあるのは、群の既約表現に関する Schurの
補題だが、今の場合 Clifford代数の既約表現である。ただし、Clifford代数の既約表現から Pin+群の既約
表現が導かれるので、難しいことを考えなくても、群の既約表現に関する Schurの補題が適用できる。
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と書ける。ただし、(30)の２つめの条件から 𝑎2
𝑖 + 𝑏2

𝑖 = 1となるので、ある 𝜃𝑖 を用いて
𝑎𝑖 = cos𝜃𝑖, 𝑏𝑖 = sin 𝜃𝑖 と書ける。これらを用いると

𝐶 = 𝐴 + 𝑖𝐵 =𝑂𝑇

©­­­­­­­«

𝑎1 + 𝑖𝑏1

𝑎2 + 𝑖𝑏2
. . .

𝑎𝑁 + 𝑖𝑏𝑁

ª®®®®®®®¬
𝑂 (31)

=𝑂𝑇

©­­­­­­­«

𝑎1 + 𝑖𝑏1

𝑎2 + 𝑖𝑏2
. . .

𝑎𝑁 + 𝑖𝑏𝑁

ª®®®®®®®¬
𝑂 =𝑂𝑇

©­­­­­­­«

𝑒𝑖𝜃1

𝑒𝑖𝜃2

. . .

𝑒𝑖𝜃𝑁

ª®®®®®®®¬
𝑂 (32)

=𝑂𝑇

©­­­­­­­«

𝑒𝑖𝜃1/2

𝑒𝑖𝜃2/2

. . .

𝑒𝑖𝜃𝑁 /2

ª®®®®®®®¬

©­­­­­­­«

𝑒𝑖𝜃1/2

𝑒𝑖𝜃2/2

. . .

𝑒𝑖𝜃𝑁 /2

ª®®®®®®®¬
𝑂 (33)

となる。したがって

𝑈 =

©­­­­­­­«

𝑒𝑖𝜃1/2

𝑒𝑖𝜃2/2

. . .

𝑒𝑖𝜃𝑁 /2

ª®®®®®®®¬
𝑂

とすれば、𝐶 =𝑈𝑇𝑈 となって命題が証明される。

A.4 𝐶 が反対称の場合に 𝐶 を標準形にできること
(2𝐾) × (2𝐾)行列 Ωを

Ω =

©­­­­­­­­­­­­­­­«

0 1

−1 0

0 1

−1 0
. . .

0 1

−1 0

ª®®®®®®®®®®®®®®®¬
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と定義する。このとき、次の定理が成り立つ。

定理 4 𝐶 が (2𝐾) × (2𝐾) ユニタリー行列で反対称行列であるとき、あるユニタリー
行列を用いて 𝐶 =𝑈𝑇Ω𝑈 と書ける。

証明は対称の場合と同様である。しかし、途中で使用する次の補題は授業などでは
お目にかからないかもしれない。

補題 5 𝐴が 𝑁 × 𝑁 実反対称行列のとき、ある直交行列 𝑂 を用いて

𝐴 =𝑂𝑇

©­­­­­­­­­­­­­­­­­­­­­­­­«

0 𝑎1

−𝑎1 0

0 𝑎2

−𝑎2 0
. . .

0 𝑎𝐾

−𝑎𝐾 0

0
. . .

0

ª®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®¬

𝑂

と書ける。

A.5 補題 5の証明
𝐴2 は実対称行列で半負定値なので、直交行列で対角化できる。規格化された固有
ベクトルを 𝑣 𝑗、固有値を −𝑐2

𝑗 , 𝑐 𝑗 ≥ 0とすると

𝐴2𝑣𝑖 = −𝑐2
𝑗 𝑣𝑖

となる。𝑐 𝑗 が大きい順に並べておく。
ここから次のようにして新たな正規直交基底 𝑢1, . . . , 𝑢𝑁 と数の列 𝑎1, 𝑎2, · · · , 𝑎𝐾 , 𝐾 ≤

𝑁 /2を構成する。
𝑐1 = 0なら 𝐴𝑣1 = 0である。なぜなら 𝐴𝑣1の大きさを考えると

|𝐴𝑣1 |2 = 𝑣𝑇1𝐴
𝑇𝐴𝑣1 = −𝑣𝑇1𝐴

2𝑣1 = 0

18



になる。𝑐 𝑗 は大きい順に並べているので、𝑐1以降すべての 𝑐 𝑗 が 0であり 𝐴𝑣 𝑗 = 0であ
る。残りの正規直交系を 𝑢 𝑗 = 𝑣 𝑗 とおいて終了する。
𝑐1 > 0の場合、𝑢1 := 𝑣1 とする。𝑢2 = −𝐴𝑢1/𝑐1 は、𝐴2𝑢2 = −𝑐2

1𝑢2, 𝑢2 · 𝑢1 = 0, |𝑢2 |2 = 1

を満たすので 𝑢1, 𝑢2は正規直交関係を満たす。さらに 𝑎1 = 𝑐1とすると、

𝐴𝑢1 = −𝑎1𝑢2, 𝐴𝑢2 = 𝑎1𝑢1

という関係を満たすので

𝐴(𝑢1 𝑢2) = (𝑢1 𝑢2)©­«
0 𝑎1

−𝑎1 0
ª®¬

の式を得る。
𝑢1, 𝑢2 ではられる空間は 𝐴2 の作用で不変なので、𝐴2 の残りの固有ベクトル

𝑣3, · · · , 𝑣𝑁 を 𝑢1, 𝑢2 に直交する空間の正規直交基底とすることができる。前と同様 𝑐2
𝑗

が大きい順に並べておく。そうした後、𝑣3を選んで同じことを繰り返す。𝑐3 = 0なら、
残りの正規直交基底 𝑢 𝑗 = 𝑣 𝑗 とおいて終了。𝑐3 > 0なら 𝑢3 = 𝑣3, 𝑢4 = −𝐴𝑣3/𝑐3, 𝑎2 = 𝑐3と
おくと

𝐴(𝑢1 𝑢2 𝑢3 𝑢4) = (𝑢1 𝑢2 𝑢3 𝑢4)

©­­­­­­«
0 𝑎1

−𝑎1 0

0 𝑎2

−𝑎2 0

ª®®®®®®¬
となる。
これを繰り返すことにより、正規直交基底 𝑢1, . . . , 𝑢𝑁 と数の列 𝑎1, 𝑎2, · · · , 𝑎𝐾 が得ら
れ、次の関係式を満たす。

𝐴(𝑢1 𝑢2 · · ·𝑢𝑁 ) = (𝑢1 𝑢2 · · ·𝑢𝑁 )

©­­­­­­­­­­­­­­­­­­­­­­­­«

0 𝑎1

−𝑎1 0

0 𝑎2

−𝑎2 0
. . .

0 𝑎𝐾

−𝑎𝐾 0

0
. . .

0

ª®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®¬

.
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なので 𝑂 = (𝑢1 𝑢2 · · ·𝑢𝑁 )𝑇 とすれば、補題 5が証明される。

B 一般の時間、空間次元をもつ時空の場合の符号の証明

ここでは式 (24), (25)を証明する。まず、(23)を少し整理する。両辺逆行列ととって

𝐵 = (Γ1 · · · Γ𝑡 )−1𝑇𝐶 = (−1)𝑡 (Γ1)𝑇 · · · (Γ𝑡 )𝑇𝐶 = (−1)𝑡𝜂′𝑡𝐶Γ1 · · · Γ𝑡 =: 𝑏𝐶Γ1 · · · Γ𝑡

を得る。𝑏 は符号だが、式 (24)では、関係ない。
偶数次元と奇数次元に分けて証明する。このあとの計算の際、整数𝑚に対して

(−1)𝑚 = (−1)−𝑚, (−1)𝑚(𝑚−1)/2 = (−1) [𝑚2 ]

のような公式を用いて計算していく。

B.1 偶数次元 𝐷 = 2𝑛の場合
𝜇 = 1, · · · , 𝑡 の場合、

𝐵Γ𝜇𝐵−1 =𝐶Γ1 · · · Γ𝑡Γ𝜇 (Γ𝑡 )−1 · · · (Γ1)−1𝐶−1 = (−1)𝑡−1𝐶Γ𝜇𝐶−1 = (−1)𝑡−1𝜂′(Γ𝜇)𝑇 = (−1)𝑡𝜂′Γ𝜇∗

となる。最後のところでは、Γ𝜇 が反エルミートであることを用いた。同様にすると
𝜇 = 𝑡 + 1, . . . , 𝐷 の場合も 𝐵Γ𝜇𝐵−1 = (−1)𝑡𝜂′Γ𝜇∗ が示せる。したがって、𝜂 = (−1)𝑡𝜂′とす
れば、(24)の最初の式が示せる。
また、

𝐵𝑇 = 𝑏 (𝐶Γ1 · · · Γ𝑡 )𝑇 = 𝑏 (Γ𝑡 )𝑇 · · · (Γ1)𝑇𝐶𝑇 = 𝜖′𝑏 (Γ𝑡 )𝑇 · · · (Γ1)𝑇𝐶

= 𝜖′𝜂′𝑡𝑏𝐶Γ𝑡 · · · Γ1 = 𝜖′𝜂′𝑡 (−1)𝑡 (𝑡−1)/2𝑏𝐶Γ1 · · · Γ𝑡 = 𝜖′𝜂𝑡 (−1)𝑡 (𝑡−1)/2𝐵

を得る。したがって

𝜖 = 𝜖′𝜂′𝑡 (−1)𝑡 (𝑡−1)/2 = (−1)𝑛(𝑛−1)/2𝜂′𝑛𝜂′𝑡 (−1)𝑡 (𝑡−1)/2 = (−1)𝑛(𝑛−1)/2−𝑡 (𝑛+𝑡)−𝑡 (𝑡−1)/2𝜂𝑛−𝑡

符号のところをさらに計算する。

(−1)𝑛(𝑛−1)/2−𝑡 (𝑛+𝑡)+𝑡 (𝑡−1)/2 = (−1) 1
2 (𝑛−𝑡) (𝑛−𝑡−1) = (−1) [ 𝑠−𝑡4 ]

となる。まとめると

𝜖 = (−1) [ 𝑠−𝑡4 ]𝜂 [ 𝑠−𝑡2 ]

となり、(24)の２つめと (25)の式が示せた。
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B.2 奇数次元 𝐷 = 2𝑛 + 1の場合
𝑠 = 0の場合、𝐵 = (phase)𝐶 となるので、𝜂 = 𝜂′, 𝜉 = 𝜉′, 𝜖 = 𝜖′となって式 (24)、(25)が
成り立つ。
𝑠 ≥ 1 の場合について考える。Γ2𝑛+1 はエルミート行列であることに注意して、

𝐵Γ2𝑛+1𝐵−1 = 𝜉Γ2𝑛+1∗となる符号 𝜉 を求めよう。

𝐵Γ2𝑛+1𝐵−1𝐶Γ1 · · · Γ𝑡Γ2𝑛+1(Γ𝑡 )−1 · · · (Γ𝑡 )−1𝐶−1 = (−1)𝑡𝐶Γ2𝑛+1𝐶−1 = (−1)𝑡 (−1)𝑛Γ2𝑛+1∗

となるので

𝜉 = (−1)𝑛−𝑡 = (−1) [𝑛−𝑡+ 1
2 ] = (−1) [ 𝑠−1+𝑡

2 −𝑡+ 1
2 ] = (−1) [ 𝑠−𝑡2 ]

となる。(24) の前の式は 𝜂 = 𝜉 の場合のみ成り立つ。𝜖 は空間次元を一つ減らして
𝑠′ = 𝑠 − 1にした場合の偶数次元の計算と同じであり、𝑠′−𝑡

4 は整数または半整数である
ことを用いると

𝜖 = (−1)
[
𝑠′−𝑡

4

]
𝜂

[
𝑠′−𝑡

2

]
= (−1) [ 𝑠−𝑡4 ]𝜂 [ 𝑠−𝑡2 ]

となるので (24)と (25)が成り立つ。
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