
質量を持つフェルミオン
でも理解できる指数定理

〜対称性への過度な信仰を省みるきっかけとして〜

            深⾕英則(⼤阪⼤学)



素粒⼦論における対称性原理主義
私たち(素粒⼦論研究者)は物⼼ついた時から、
•対称性とその⾃発的破れは素粒⼦論において絶対的な正義であり
•対称性を陽に損なうことは悪である、
という教育を刷りこまれてきました。

これを⾔い換えると、
• (Lagrangianに)質量を持たないことが正義
• (Lagrangianに)質量を持つことは悪

となります。これには理由があります。



素粒⼦論における質量問題
質量とは万有引⼒の⼒荷。

素粒⼦が持つべき典型的な質量のスケールは

<latexit sha1_base64="FvnhNLKTx+7QmQBRbNoSwsZIU4k="></latexit>

VNewton = �Gm1m2

r

Cf. クーロンポテンシャル

= 最⼩の甲殻類、原⼦数は1019

重⼒が弱すぎる = ⾃然界に存在する素粒⼦が軽すぎる。

ミジンコ2匹分 [正式にはPlackスケールと呼ぶ]

<latexit sha1_base64="5t3pulSzsGCVfWYbU+O6BqlMkgI="></latexit>

VCoulomb = �k
e1e2
r

<latexit sha1_base64="y+sTBHeLCUPtkmeg2SDALPSXQc0="></latexit>r
c~
G

= 2⇥ 10�8 kg.



南部陽⼀郎博⼠の理論[1961]

1. 対称性あれ
全ての素粒⼦に対称性を課し、
質量をゼロにする。
(ミジンコ質量を持たなくてよい。持っていても質量
ゼロの粒⼦に崩壊すればよい。)

2. そして⾃発的に破れろ
重⼒と無関係の相互作⽤で⾃発的に破れると、
素粒⼦はニュートン定数と無関係の質量を獲得できる。

⼤阪市⽴科学館に展
⽰されている⾊紙



南部理論の空前の⼤成功
以下、質量をGeV 単位で表します。
1. クォーク :カイラル対称性が質量項を禁⽌、強い相互作⽤による⾃発
的破れでO(1)GeVの質量を獲得。

2. グルーオン : SU(3)ゲージ対称性で質量ゼロ。ただし強い相互作⽤によ
りハドロン内に閉じ込め。

3. レプトン(電⼦etc.), W, Z ボゾン : (カイラル)SU(2)ゲージ対称性により質
量項を禁⽌、Higgs機構による⾃発的破れでO(100)GeV の質量を獲得    
(レプトンは湯川結合定数が⼩さいので100GeVよりだいぶ軽い[⼩階層性問題])。

4. 光⼦、ニュートリノ、(重⼒⼦) : 対称性の破れの影響を受けず、質量ゼ
ロのまま。(ニュートリノはわずかな質量を持つ証拠あり。詳細は未解決[ニュートリノ振動])

<latexit sha1_base64="7JiZ4Es2c+3wPGmF8ZYdtN/enHI="></latexit>

1GeV ⇠ 2⇥ 10�27 kg.

Y. Nambu and G. Jona-Lasinio, 1961, 
発表時はクォーク発⾒以前だったこともすごい



南部理論の空前の⼤成功その２
5. ヒッグス粒⼦ : 素粒⼦標準模型には質量を禁⽌する対称性が⾒  
     つからない。より⾼エネルギーに新しい対称性があればよい。
 超対称性、⾼次元時空のゲージ対称性、テクニカラーゲージ対
称性、、、およびその⾃発的破れがさかんに研究された。

さらに、質量以外の物理の説明にも使えそう。
SU(5)⼤統⼀理論: 
クォークとレプトンの統⼀[陽⼦と電⼦の電荷の絶対値がなぜ等しい
のか説明できる。] = SU(5) ゲージ対称性とその破れ
などなど。
「基本的に素粒⼦の質量はゼロ。そのための対称性を仮定し、それ
が⾃発的に破れたものとする」という研究⼿法は2000年代までの素
粒⼦論の屋台⾻。



素粒⼦論における対称性原理主義
私たち(素粒⼦論研究者)は物⼼ついた時から、
•対称性とその⾃発的破れは素粒⼦論において絶対的な正義であり
•対称性を陽に損なうことは悪である、
という教育を刷りこまれてきました。

これを⾔い換えると、
• (Lagrangianに)質量を持たないことが正義
• (Lagrangianに)質量を持つことは悪

となります。



ところが、、、
2012 年、Higgs粒⼦発⾒!  素粒⼦標準模型が完成! 

しかし、同時期に⾒つかると思われていたHiggs粒⼦の質量を説明して
くれるはずの、超対称性、⾼次元時空のゲージ対称性、テクニカラー
ゲージ対称性に関係する新粒⼦は未だ何も⾒つからず。。。

⼤統⼀理論の予⾔する クォークから電⼦への遷移 = 陽⼦の崩壊も起き
ない。。。[陽⼦の寿命は少なくとも1.6×1034年以上]

物性理論でも(素粒⼦論にとって)不吉な兆候[Fidokowski-Kitaev 2010, 
Wen 2013, Kikukawa 2019,,,] 対称性を破ることなくギャップ(質量)を与
えられる。対称性が質量を禁⽌してくれるはずという前提が成り⽴た
ない場合がある。



そもそも南部先⽣に頼りすぎではないか？

対称性と
⾃発的破れ

私たちは南部先⽣の⼿のひらの上しか研
究していないのではないか？

対称性のない物理でもがんばれば新しい
発⾒があるかも？

素粒⼦論の次のノーベル賞は⼿のひらの
外かも？



私たちの(指数定理の)研究

対称性と
⾃発的破れ

悪であるはずの質量を持つ定式化（カイラル
対称性を破る）によって物理＆数学の本質が
抽出できる場合がある。

南部先⽣の⼿のひらの外も⾯⽩い！



A$yah-Singer 指数定理 on 閉多様体

左辺の通常の定義は、
正のカイラリティを持つ質量ゼロのDirac⽅程式
の解の個数 – 負のカイラリティの解の個数。

これをカイラル対称性を⼀切使わず、質量を持つフェルミ
オンで書き直せないか？

境界のない閉多様体では（簡単に）可能(詳細は後述)。

<latexit sha1_base64="2j9Doj2YYzipMhfTOLLLf9fd35E="></latexit>

IndD =
1

32⇡2

Z
d4x✏µ⌫⇢�trFµ⌫F⇢�

<latexit sha1_base64="vcVCcF/6zz5aLYiBx9/Cg6+PsFA="></latexit>

D = 0

[Atiyah and Singer, 1968]

右辺は電場と磁場の内
積を積分したもの



A$yah-Patodi-Singer 指数定理[1975]

境界のある多様体では、数学の定理はカイラル対称性を保
つため、物理屋unfriendly(⾮局所的な)APS境界条件を採⽤
→ おつりとして⾮局所的な なη(エータ)不変量が加わる。

<latexit sha1_base64="DnUh4XQ9zcgYTlXfRRqHVQPBaUc="></latexit>

IndD|APSb.c. =
1

32⇡2

Z
d4x✏µ⌫⇢�trFµ⌫F⇢��

1

2
⌘(iD3D)



A$yah-Patodi-Singer 指数定理

これをカイラル対称性を⼀切使わず、質量を持つフェルミオンで書
き直せないか？
→ できる(数学的にも⾮⾃明な等価性)。
 η不変量の⾮局所性は物理的な理由で現れる。
しかも、格⼦ゲージ理論に応⽤可能、
 mod-two 指数にも応⽤可能。
→  質量のある⽅が質量ゼロよりも、指数定理の統⼀的な記述が可能。

<latexit sha1_base64="DnUh4XQ9zcgYTlXfRRqHVQPBaUc="></latexit>

IndD|APSb.c. =
1

32⇡2

Z
d4x✏µ⌫⇢�trFµ⌫F⇢��

1

2
⌘(iD3D)



質量を持ち、カイラル対称性のないフェルミオン
で指数定理を記述するプロジェクト
•物理屋フレンドリなAPS指数の再定式化[F,Onogi, Yamaguchi 2017]
•物理屋フレンドリなAPS指数（AS指数の証明も含む）の再定式化の
数学的証明 [F, Furuta, Matsuo, Onogi, Yamaguchi, Yamashita 2019]
• 格⼦ゲージ理論への応⽤[F, Kawai, Matsuki, Mori, Nakayama, Onogi, 

Yamaguchi 2019]
• 奇数次元の Mod-two APS 指数 [F, Furuta, Matsuki, Matsuo, Onogi, 

Yamaguchi, Yamashita 2020]
• Curved lattice への応⽤ [Aoki, F, 2022x2, Aoki-F-Kan 2024]
• 格⼦上AS指数の数学的定式化[Aoki, F, Furuta, Matsuo, Onogi, 

Yamaguchi, Yamashita, in preparation]



本講演のメッセージ

質量を持ち、対称性を破ることは必ずしも悪いことではない。

むしろ物理がわかりやすくなる例もある。



Contents
1. Introduc`on
素粒⼦論は対称性で質量をゼロとするのが基本であるが、あえて質量項を考
えたい。

2. Dirac フェルミオンと質量

3. A`yah-Singerの指数と質量を持つDiracフェルミオン

4. APS指数と質量を持つDiracフェルミオン

5. 数学的証明

6. まとめ

✔



Dirac ⽅程式
Schrodinger ⽅程式
(相対論と両⽴しない)

Klein-Gordon ⽅程式 (ボーズ粒子にのみ使える)

Dirac ⽅程式
<latexit sha1_base64="T/1zyA+KmDxoTXEbfiiZ0ZOIY1s="></latexit>

[�µ@
µ +m] = 0.

<latexit sha1_base64="h2O/2TFXLWf9OeKtLvGLYk5/pWc="></latexit>

[��µ@µ +m] [�µ@
µ +m] = 0.

Euclid化した後の4x4 Gamma matrices

<latexit sha1_base64="KgRhqust4UDZbW6WfzHetwazO1w="></latexit>

c = ~ = 1

<latexit sha1_base64="e1Gp6Rjkp7nRpBPoGZtt5UORZtY="></latexit>
i
@

@t
+

1

2m

@2

@x2
i

�
 (x, t) = 0

<latexit sha1_base64="D4ylZBdLXQgFGVEXAxfTzHyqCIQ="></latexit>

@µ =
@

@xµ
略記



Dirac ⽅程式
ゲージ場があるときは微分を共変微分に変える：

NOTE : 質量は正負どちらも許される。しかも物理的にも意味
がある(後述)。

＊物性理論でも準粒子がDirac 方程式に従う場合がある。一回微分項は
spin-軌道相互作用etc.から、質量項はフェルミエネルギーからのギャッ
プとして、それぞれ現れる。 

<latexit sha1_base64="gtHrndS6aM0dr233Lf09oipPRZI="></latexit>

[�µ(@µ + iAµ) +m] = 0.
4元ゲージポテンシャル
(電磁場 or グルーオン場)



Dirac フェルミオン作⽤とカイラル対称性

M : 4-d flat Euclidean space

<latexit sha1_base64="9KBccmUkIuJpAfFGW3kRLYgc3zY="></latexit>

D = �µ(@µ + iAµ)

<latexit sha1_base64="IA+xH6kgDexcoYW2LG0aUb/L2+Q="></latexit>

�µ : 4⇥4 Dirac’s gamma matrices satisfying

{�µ, �⌫} = 2�µ⌫ .

<latexit sha1_base64="CDZ4z/hsHetW+6X6DKjI25tNCuM="></latexit>

<latexit sha1_base64="5kOkrYTMBce9Ouy/gWGqygd1b2E="></latexit>

X
<latexit sha1_base64="0nf68RcaFCJOlokmdgCHLm+wW24="></latexit>

Aµ : gauge field

カイラリティ演算⼦ :

カイラル変換の下で、質量ゼロの作⽤は不変：
    質量項は不変でない： 

<latexit sha1_base64="ObWgCrNPjFPBdch/fXHgvPeilhE="></latexit>

S =

Z

M
d4x  ̄(D +m) (x)

<latexit sha1_base64="5kOkrYTMBce9Ouy/gWGqygd1b2E="></latexit>

X

<latexit sha1_base64="IWG5wILyKNvFO8O2yU3OqMHod8s="></latexit>

�5 = ��1�2�3�4
{�5, �µ} = 0, �2

5 = 14⇥4, �†
5 = �5.

<latexit sha1_base64="wjthly4jvaKWkyznKdIV1mAIPc4="></latexit>

<latexit sha1_base64="vaBoEyETHsJYbwD1yr+8hAtSTVA="></latexit>

 !  0 = i�5 ,

 ̄ !  ̄0 =  ̄i�5

<latexit sha1_base64="cyfyh6HnnmymfOAyB01fcK1aaeM="></latexit>

 ̄0D 0 =  ̄D 
<latexit sha1_base64="NE/6M2XO2Fbyt/8TFmB7pr1LNWY="></latexit>

m ̄0 0 = �m ̄ 

(時間⽅向はWick 回転したもの)

<latexit sha1_base64="CeX+om190pKlayGshqTopEqrsxo="></latexit>

{�5, D} = 0



カイラル対称性の物理的意味
カイラリティは運動方向のスピンに相当。

  右巻き 左巻き

ただし、これが成り立つのは厳密に質量がゼロのときのみ。
(“運動方向”はローレンツ変換によって向きを変えられる。)

質量がゼロ=光速で運動するときのみ、カイラリティは well-defined.
(カイラリティを指定したDirac方程式の解の個数で記述するAtiyah-
Singer指数にカイラル対称性は必須に見える。)

<latexit sha1_base64="1mqmBowlGB5qLVeKFzNbkweTh88="></latexit>

�5 = +1
<latexit sha1_base64="kk4MCq3PBgye+r+Iy5Jd1Q7AzgE="></latexit>

�5 = �1



Domain-wall フェルミオン
質量項の符号を領域(domain)によって変えた系。

以下で、絶縁体中の電子場のときは、 がトポロジカル絶縁
体でそれ以外(実験室を含む)が通常の絶縁体(のモデル)の記述
になっていることを説明する。

<latexit sha1_base64="Wksm7R2VriEcc9FhL0XlAVLXLuU="></latexit>

S =

Z

X
d4x  ̄(D +m✏(x)) (x)

<latexit sha1_base64="McHYZpwcBpoF2hmRqvD76ESCTSE="></latexit>

m > 0
<latexit sha1_base64="m8XlhvUoi953mLyuw68eIxHfeh8="></latexit>

�(x) =

�
+1 x � X+

�1 otherwise

<latexit sha1_base64="HqSMimb1XtW/GVaNHzSvqtWgU/c="></latexit>

X+



Dirac ⽅程式の変数分理解
のときのDirac 方程式

で変数分離解を仮定 : 

<latexit sha1_base64="0y2SQrZvitLe3f6o8gt/ScRZIxc="></latexit>

✏(x) = sign(x1)
<latexit sha1_base64="OGiyIrURKgvmDHOjmm2M4XdPoi0="></latexit>

0 = [D +msign(x1)] = �1
⇥
@1 +m�1sign(x1) + �1D

3D
⇤
 

<latexit sha1_base64="zfGB51fU/K/tfi0HWx/zsLVXyA8="></latexit>

D3D�(x2, x3, x4) = 0.

<latexit sha1_base64="9FyRAneQrxFxeflfAaa141EftKI="></latexit>

 = �(x1)�(x2, x3, x4)

<latexit sha1_base64="2ByI+U9WbM79AjMIbkdXYPZDMrc="></latexit>

(@1 +m�1sign(x1))� = 0



Dirac ⽅程式の変数分理解

の固有値が+1 の状態で の領域では

    解は
 の固有値が+1 の状態で の領域では

     解は
まとめると、
                         に局在するedge解になっている。

<latexit sha1_base64="2ByI+U9WbM79AjMIbkdXYPZDMrc="></latexit>

(@1 +m�1sign(x1))� = 0
<latexit sha1_base64="LUsuGPn9er47EwzdUeULZIz1Wic="></latexit>

x1 < 0<latexit sha1_base64="kXFfG6/8+XHHQ33WmcZo0y+7MSU="></latexit>�1
<latexit sha1_base64="Ka+gS5X4bk+QO9b9gPiYMLkM12E="></latexit>

(@1 �m)� = 0
<latexit sha1_base64="+H+VJc292n0vHUOzIteJXbRWfFo="></latexit>

� / exp(mx1)
<latexit sha1_base64="Nr68xzVZhyg4/zep6aK7PELn5dw="></latexit>

x1 � 0
<latexit sha1_base64="kXFfG6/8+XHHQ33WmcZo0y+7MSU="></latexit>�1

<latexit sha1_base64="FZ33wSmZuMBWcaclsuG1fGkjyWI="></latexit>

(@1 +m)� = 0
<latexit sha1_base64="VftdYJaKkzzO4ugXkFWR1zlAkUM="></latexit>

� / exp(�mx1)
<latexit sha1_base64="vdd+dHjnKUTygOQWsOcdtdLXFLc="></latexit>

� / exp(�m|x1|)
<latexit sha1_base64="a7RVoL6IdOqYvYjRymUmOwG4H88="></latexit>

x1 = 0



エッジモード

まとめると、
                         に局在するedge解になっている。

<latexit sha1_base64="vdd+dHjnKUTygOQWsOcdtdLXFLc="></latexit>

� / exp(�m|x1|)
<latexit sha1_base64="a7RVoL6IdOqYvYjRymUmOwG4H88="></latexit>

x1 = 0



Edge状態
ドメインウォール or 符号関数がないと解は存在しない(二乗可
積分ではない)。

同様に、      の固有値が-1の状態の解も存在しない=解はカイ
ラルである。

まとめ：domain-wall フェルミオンのDirac方程式は、
エッジに局在するカイラルな質量ゼロの解を持つ。

<latexit sha1_base64="zfGB51fU/K/tfi0HWx/zsLVXyA8="></latexit>

D3D�(x2, x3, x4) = 0. 質量ゼロの2+1次元Dirac場の⽅程式

<latexit sha1_base64="kXFfG6/8+XHHQ33WmcZo0y+7MSU="></latexit>�1
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Atiyah-Singer 指数定理 on 閉多様体

左辺の通常の定義は、
正のカイラリティを持つ質量ゼロのDirac⽅程式
の解の個数 – 負のカイラリティの解の個数。
重要な性質:

ゼロ固有値以外    のペアを持つ。

<latexit sha1_base64="2j9Doj2YYzipMhfTOLLLf9fd35E="></latexit>

IndD =
1

32⇡2

Z
d4x✏µ⌫⇢�trFµ⌫F⇢�

<latexit sha1_base64="vcVCcF/6zz5aLYiBx9/Cg6+PsFA="></latexit>

D = 0

[Atiyah and Singer, 1968]

右辺は電場と磁場の内
積を積分したもの

{D, �5} = 0.
<latexit sha1_base64="bMa++0fT2CXNiHgwTBoNs+GlVO8="></latexit><latexit sha1_base64="bMa++0fT2CXNiHgwTBoNs+GlVO8="></latexit><latexit sha1_base64="bMa++0fT2CXNiHgwTBoNs+GlVO8="></latexit><latexit sha1_base64="bMa++0fT2CXNiHgwTBoNs+GlVO8="></latexit>

�5�(x) = +�(x) ! �5D�(x) = �D�5�(x) = �D�(x)
<latexit sha1_base64="2XdrI56m49wOI6Q0AZxgYNEsvHU="></latexit><latexit sha1_base64="2XdrI56m49wOI6Q0AZxgYNEsvHU="></latexit><latexit sha1_base64="2XdrI56m49wOI6Q0AZxgYNEsvHU="></latexit><latexit sha1_base64="Wdcu8Gd9E5VqRcu+ENE1P32r0qM="></latexit><latexit sha1_base64="ixj4JhqNKiufjot8LMHLgRgDIu0="></latexit><latexit sha1_base64="ixj4JhqNKiufjot8LMHLgRgDIu0="></latexit><latexit sha1_base64="OCgnMWnNlYXBwkLtsKSPGpcKCew="></latexit><latexit sha1_base64="2XdrI56m49wOI6Q0AZxgYNEsvHU="></latexit><latexit sha1_base64="2XdrI56m49wOI6Q0AZxgYNEsvHU="></latexit><latexit sha1_base64="2XdrI56m49wOI6Q0AZxgYNEsvHU="></latexit><latexit sha1_base64="2XdrI56m49wOI6Q0AZxgYNEsvHU="></latexit><latexit sha1_base64="2XdrI56m49wOI6Q0AZxgYNEsvHU="></latexit><latexit sha1_base64="2XdrI56m49wOI6Q0AZxgYNEsvHU="></latexit>

<latexit sha1_base64="/jLLVx3nOy2ps0Jkvd0rVzL90Ys="></latexit>

�5 = ±1
<latexit sha1_base64="44GytMTJIvLmoZFIuJ7l0tfHz7o="></latexit>

IndD = n+ � n� = Tr�reg
5 .



Fujikawa method

1. 正則化を選ぶ : 熱核の正則化

2. Traceを評価する完全系を選ぶ

3. 摂動計算する

<latexit sha1_base64="xIpiozhlmlO/9jmhKb3/xoqA0vg="></latexit>

Tr�reg
5 = lim

M!1
Tr�5e

D2

M2

<latexit sha1_base64="gDUEmo1xjH9mt17OI2u51T7gAxo="></latexit>

= lim
M!1

Z
d4x

Z
d4k e�ikxtr�5e

D2/M2

eikx

<latexit sha1_base64="SItkF3G6Y+ssHnbB/lpiE5sfNAM="></latexit>

=
1

32⇡2

Z
d4x✏µ⌫⇢�Fµ⌫F⇢�

<latexit sha1_base64="yOie9ky/q93q7vTG/ztNI4m7qlY="></latexit>✓
D2 = DµD

µ +
1

4
[�µ, �⌫ ]Fµ⌫

◆



質量ゼロのときのゼロモードはH の固有モードでもある:

Non-zero modesはペアを作る by

<latexit sha1_base64="yxT2xCuZYG5Zp7QNqcKZ+5JWsRc="></latexit>

H = �5(D +m)

<latexit sha1_base64="cVro8xPhvIYXsgRuY46Irb61F80="></latexit>

H�0 = �5m�0 = ±m�0.

H�i = �i�i
<latexit sha1_base64="0fyxNdpYF1KpaiLvJiR7kuyP0Pw="></latexit><latexit sha1_base64="0fyxNdpYF1KpaiLvJiR7kuyP0Pw="></latexit><latexit sha1_base64="0fyxNdpYF1KpaiLvJiR7kuyP0Pw="></latexit><latexit sha1_base64="0fyxNdpYF1KpaiLvJiR7kuyP0Pw="></latexit>

HD�i = �DH�i = ��iD�i
<latexit sha1_base64="y6nmTZIz2hON0aR57QBnLXJe84U="></latexit><latexit sha1_base64="y6nmTZIz2hON0aR57QBnLXJe84U="></latexit><latexit sha1_base64="y6nmTZIz2hON0aR57QBnLXJe84U="></latexit><latexit sha1_base64="y6nmTZIz2hON0aR57QBnLXJe84U="></latexit>

質量を持つDirac演算⼦で理解できるか？

<latexit sha1_base64="9BTm8oEFEilr9uhQ1SWGgrogREo="></latexit>

{D, H} = 0

<latexit sha1_base64="LP7yVJK/e+KQn4m+KZnpaLHP9Io="></latexit>

H† = H

符号はカイラリティと⼀致。



が AS 指数になっているのではないか？

η不変量 = 固有値の +/- ⾮対称性を測る量
<latexit sha1_base64="lX31oWm+BAjVt7JWX9RdSxjJWP4="></latexit>

�(H) =
�

i

sgn�i

= # of +m � # of �m

残念ながら不正解。本当は

Index(D) =
1

2
⌘(H)reg.

<latexit sha1_base64="UmnV6tfdudzTmH8fvjX8AK92WJM="></latexit><latexit sha1_base64="UmnV6tfdudzTmH8fvjX8AK92WJM="></latexit><latexit sha1_base64="UmnV6tfdudzTmH8fvjX8AK92WJM="></latexit><latexit sha1_base64="UmnV6tfdudzTmH8fvjX8AK92WJM="></latexit>

<latexit sha1_base64="yxT2xCuZYG5Zp7QNqcKZ+5JWsRc="></latexit>

H = �5(D +m)



有限系では
+の固有値を一つ増やすとき、必ず
- の固有値が一つ減る。

η不変量は2ずつ変化する量

正しい正則化は有限系と同じ
性質を持つべきなので、

以下ではPauli-Villars正則化をとる:

Index(D) =
1

2
⌘(H)reg.

<latexit sha1_base64="UmnV6tfdudzTmH8fvjX8AK92WJM="></latexit><latexit sha1_base64="UmnV6tfdudzTmH8fvjX8AK92WJM="></latexit><latexit sha1_base64="UmnV6tfdudzTmH8fvjX8AK92WJM="></latexit><latexit sha1_base64="UmnV6tfdudzTmH8fvjX8AK92WJM="></latexit>

<latexit sha1_base64="yxT2xCuZYG5Zp7QNqcKZ+5JWsRc="></latexit>

H = �5(D +m)

<latexit sha1_base64="mRObuZSABVlnKC/jIhrK5SYYBEo="></latexit>

Index(D) =
1

2
�(H) � 1

2
�(HPV)

<latexit sha1_base64="khbsDUPM3pNvnRsoQGHddUYw7wc="></latexit>

HPV = �5(D � MPV)

<latexit sha1_base64="RGudvZIXRLKQFzPrVT5StdJ5uRY="></latexit>

m
<latexit sha1_base64="RGudvZIXRLKQFzPrVT5StdJ5uRY="></latexit>

m



η不変量の評価

これを演算⼦のトレースとして書き直す。

＊Hの固有値はゼロにはならない.
＊UV 発散 (big H near u=0) は危険だがPV場の寄与とキャンセル
→  積分前の摂動計算が有効.

<latexit sha1_base64="ZU3VNKP3CkugXRm/SJofI8pjnnE="></latexit>

⌘(H) = Tr
Hp
H2

=
2p
⇡

Z 1

0
du TrHe

�u
2
H

2

<latexit sha1_base64="TMUzXwOODyC2sIw6rSm7Kgbr8bQ="></latexit>

H = �5(D ±M).

Half of Gaussian integral

簡単のため 
<latexit sha1_base64="NSzeRmCDvpJ+/czjD6pam/xWkkI="></latexit>

m = MPV = M



η不変量の摂動計算
以下を使って,

<latexit sha1_base64="r6SY338UHMWof1Saq7EoatUhVWE="></latexit>

H± = �5(D ±M), H
2
± = �5(D ±M)�5(D ±M) = �D

2 +M
2

Do not contribute.

<latexit sha1_base64="umu7aiFyTfiGmppM5jHr8ofi9CY="></latexit>

⌘(H±) = ±2Mp
⇡

Z 1

0
du Tr�5(1±D/M) e�u2(�D2+M2)

| {z }
even �µ’s

<latexit sha1_base64="diagNMApUyGB6khRauETldRmkb8="></latexit>

= ±2Mp
⇡

Z 1

0
du e�u2M2

Tr�5e
u2D2

<latexit sha1_base64="DnuEr8PcifWWrn0pKftdghM2ZGU="></latexit>

=
±1

32⇡2

Z
d4x "µ⌫⇢�trFµ⌫F⇢�(x) +O(1/M)

質量0のときのFujikawa method 
の摂動評価と全く同じ。

簡単のため 
<latexit sha1_base64="NSzeRmCDvpJ+/czjD6pam/xWkkI="></latexit>

m = MPV = M



Atiyah-Singer 指数定理
指数定理の左辺を質量を持つDirac演算⼦で書き直すことができた。

とても簡単だが過去の⽂献は⾒当たらない。
 * 数学では⾃明すぎて誰も論⽂にしなかった？
 * 物理では需要がなかった？
⾮摂動的証明は[F,Furuta,Matsuo,Onogi,Yamaguchi,Yamashita 2017]で与
えた。
注) ⼀般にeta 不変量は整数ではないが偶数次元では整数。
境界のある場合は物理的にも数学的にも⾮⾃明。

<latexit sha1_base64="Kotmtd3D96jutm9XNTxXLwO0hkM="></latexit>

1

2
⌘(H+)�

1

2
⌘(H�) =

1

32⇡2

Z
d
4
x "

µ⌫⇢�trFµ⌫F⇢�(x)
<latexit sha1_base64="o4RXotgVQpswJMvZunrngXGrXI4="></latexit>

H± = �5(D ±M).

簡単のため 
<latexit sha1_base64="NSzeRmCDvpJ+/czjD6pam/xWkkI="></latexit>

m = MPV = M



Contents
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2. Dirac フェルミオンと質量
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ポロジカル相を記述し、ドメインウォールにはエッジモードが局在する。

3. A<yah-Singerの指数と質量を持つDiracフェルミオン
質量を持つDirac演算⼦のη不変量でAS指数を書き直すことができる。

4. APS指数と質量を持つDiracフェルミオン

5. 数学的証明

6. まとめ

✔

✔

✔



Atiyah-Patodi-Singer (APS)指数定理 on 境界
のある多様体 [1975]

数学の定理ではカイラル対称性を保つため、物理屋
unfriendly(⾮局所的な)APS境界条件を採⽤
→ おつりとしてnon-local なエータ不変量が加わる。

<latexit sha1_base64="DnUh4XQ9zcgYTlXfRRqHVQPBaUc="></latexit>

IndD|APSb.c. =
1

32⇡2

Z
d4x✏µ⌫⇢�trFµ⌫F⇢��

1

2
⌘(iD3D)

奇数次元では⾮整数⾮整数整数



APS指数定理 とトポロジカル絶縁体
Witten 2015 : symmetry protected topological 絶縁
体のバルク-エッジ対応をAPS指数で理解できる。

T is protected !

T-anomalous

T-anomalous

fermion
path integrals

左辺がよくわからない。絶縁体中の電⼦ = massive fermionの記述 になぜ⾮
局所的境界条件まで使ってカイラルなゼロモードが必要なのか？

[Related works: Metlitski 15, Seiberg- Witten 16, Tachikawa-Yonekura 16&18, Freed-Hopkins 
16, Witten 16, Yonekura 16&19, Witten-Yonekura 19...] 

<latexit sha1_base64="aJdH3sKxFbFZJceAp4baNUMxgaI="></latexit>x1

<latexit sha1_base64="aJdH3sKxFbFZJceAp4baNUMxgaI="></latexit>x1



APS 境界条件
4D(Euclidean)時空で massless Dirac operator を の領域
で考える。
(任意の偶数次元でも同様)

APS 境界条件= Bの正の
固有モード成分はゼロ

これは非局所的(need all eigenfunction of B).
でも      と可換 -> カイラル対称性があるので指数の定義はASと同
じく

* Gauge group is U(1) or SU(N).

* Metric is flat.
<latexit sha1_base64="r35yPt0qkrtg2mkJBpe5bkMi9CU=">AAAB8HicdVDLSgMxFM3UV62vqks3wVJwVZKifeyKblxWsA9oh5JJ0zY0yQxJRihDf8KVoCBu/R1X/o2ZtooVPHDhcM693HtPEAluLEKfXmZjc2t7J7ub29s/ODzKH5+0TRhrylo0FKHuBsQwwRVrWW4F60aaERkI1gmmN6nfeWDa8FDd21nEfEnGio84JdZJ3f6YSEkGV4N8AZUQQhhjmBJcrSBH6vVaGdcgTi2HAlihOch/9IchjSVTlgpiTA+jyPoJ0ZZTwea5fmxYROiUjFnPUUUkM36yuHcOi04ZwlGoXSkLF+rviYRIY2YycJ2S2In566Xij1dcW2VHNT/hKootU3S5aRQLaEOYfg+HXDNqxcwRQjV3x0I6IZpQ6zLKuRS+X4X/k3a5hCslfHdZaFyv8siCM3AOLgAGVdAAt6AJWoACAR7BM3jxtPfkvXpvy9aMt5o5BWvw3r8Aho2QJA==</latexit>�5

<latexit sha1_base64="WXK8tT8NrNMtM8p4ww44vVDD98Q="></latexit>

IndD = n+ � n�

<latexit sha1_base64="/4tWNOiXhX+o0loD1c4X17UgIW0="></latexit>

D = �1(@1 +B)

<latexit sha1_base64="GEVFJbKomuqToO1kznIryDs/5do="></latexit>

A1 = 0 gauge
<latexit sha1_base64="GOpgXplgXlHtz46a8TI89C8Kwik="></latexit>

B = �1
X

i 6=1

�iD
i

<latexit sha1_base64="4m4IIX45EPizL0uN8bBkB9D5UCU="></latexit>

x1 = 0



物理学では境界があったら、、、
1. 境界⾯が平坦だったらその⾯に垂直な軸に対する回転対称性がある
はず。

2. ⼊射波は反射派としてはねかえってくるはず。
粒⼦が境界⾯に垂直に⼊射すると、、、

+
-

運動量は反転、
⾓運動量は保存、
→カイラリティは非保存

および index は定義できなくて当然

境界とカイラル対称性

ではどうする？



物理屋フレンドリーな定式化とは？



物理屋フレンドリーな定式化とは？
物理では
1. どんな境界にもその”外側”がある。→ 物理で
扱うべきは境界付き多様体ではなく、ドメイン
ウォールのある(閉)多様体である。



物理屋フレンドリーな定式化とは？
物理では
1. どんな境界にもその”外側”がある。→ 物理で
扱うべきは境界付き多様体ではなく、ドメイン
ウォールのある(閉)多様体である。

2. 境界条件はカイラリティではなく角運動量を保
存すべきである。massless → massive (in 
bulk)



物理屋フレンドリーな定式化とは？
物理では
1. どんな境界にもその”外側”がある。→ 物理で
扱うべきは境界付き多様体ではなく、ドメイン
ウォールのある(閉)多様体である。

2. 境界条件はカイラリティではなく角運動量を保
存すべきである。massless → massive (in 
bulk)

3. 境界条件は手で与えるものではなく自然が勝手
に選ぶべきである。



物理屋フレンドリーな定式化とは？
物理では
1. どんな境界にもその”外側”がある。→ 物理で
扱うべきは境界付き多様体ではなく、ドメイン
ウォールのある(閉)多様体である。

2. 境界条件はカイラリティではなく角運動量を保
存すべきである。massless → massive (in 
bulk)

3. 境界条件は手で与えるものではなく自然が勝手
に選ぶべきである。

4. 境界に現れるエッジモードが役割を果たすべ
き。



ドメインウォールフェルミオン

以下のようなmassive Dirac operatorを考える。

多様体は境界のない閉多様体。
質量項の符号を               で反転。
いかなる境界条件も手で課さない。

[Jackiw-Rebbi 1976,  Callan-Harvery 1985,  Kaplan 1992 …]

<latexit sha1_base64="5FDjGLrExQT5F71ZQrDqyC8FEYk="></latexit>

x4 = 0

<latexit sha1_base64="aJdH3sKxFbFZJceAp4baNUMxgaI="></latexit>x1
<latexit sha1_base64="aJdH3sKxFbFZJceAp4baNUMxgaI="></latexit>x1

<latexit sha1_base64="aJdH3sKxFbFZJceAp4baNUMxgaI="></latexit>x1

<latexit sha1_base64="aJdH3sKxFbFZJceAp4baNUMxgaI="></latexit>x1



物理屋フレンドリーなAPS指数の定式化
[F-Onogi-Yamaguchi 2017]

以下、この等式を藤川の⽅法で⽰す。

質量が正の領域を
部分多様体とみた
ときのAPS指数<latexit sha1_base64="aJdH3sKxFbFZJceAp4baNUMxgaI="></latexit>x1

<latexit sha1_base64="aJdH3sKxFbFZJceAp4baNUMxgaI="></latexit>x1



藤川の⽅法
1

2
⌘(HDW ) =

1

2
Tr

�5(D +M"(x4))p
{�5(D +M"(x4))}2

<latexit sha1_base64="gzseAN+kuhx7+ql6WiJXzKGt2Vo="></latexit><latexit sha1_base64="gzseAN+kuhx7+ql6WiJXzKGt2Vo="></latexit><latexit sha1_base64="gzseAN+kuhx7+ql6WiJXzKGt2Vo="></latexit><latexit sha1_base64="gzseAN+kuhx7+ql6WiJXzKGt2Vo="></latexit>

1. 正則化を選ぶ。

2. トレースを評価する完全系を選ぶ。

3. 摂動計算する。

<latexit sha1_base64="aJdH3sKxFbFZJceAp4baNUMxgaI="></latexit>x1

<latexit sha1_base64="aJdH3sKxFbFZJceAp4baNUMxgaI="></latexit>x1



藤川の⽅法
1

2
⌘(HDW ) =

1

2
Tr

�5(D +M"(x4))p
{�5(D +M"(x4))}2

<latexit sha1_base64="gzseAN+kuhx7+ql6WiJXzKGt2Vo="></latexit><latexit sha1_base64="gzseAN+kuhx7+ql6WiJXzKGt2Vo="></latexit><latexit sha1_base64="gzseAN+kuhx7+ql6WiJXzKGt2Vo="></latexit><latexit sha1_base64="gzseAN+kuhx7+ql6WiJXzKGt2Vo="></latexit>

1. 正則化を選ぶ。
Pauli-Villars subtraction:

2. トレースを評価する完全系を選ぶ。

3. 摂動計算する。

�1

2
Tr

�5(D �M2)p
{�5(D �M2)}2

M2 � M
<latexit sha1_base64="yYq9wzy+74LsMHuFJdlBkGWPKuE="></latexit><latexit sha1_base64="yYq9wzy+74LsMHuFJdlBkGWPKuE="></latexit><latexit sha1_base64="yYq9wzy+74LsMHuFJdlBkGWPKuE="></latexit><latexit sha1_base64="yYq9wzy+74LsMHuFJdlBkGWPKuE="></latexit>

<latexit sha1_base64="aJdH3sKxFbFZJceAp4baNUMxgaI="></latexit>x1

<latexit sha1_base64="aJdH3sKxFbFZJceAp4baNUMxgaI="></latexit>x1



藤川の⽅法
1

2
⌘(HDW ) =

1

2
Tr

�5(D +M"(x4))p
{�5(D +M"(x4))}2

<latexit sha1_base64="gzseAN+kuhx7+ql6WiJXzKGt2Vo="></latexit><latexit sha1_base64="gzseAN+kuhx7+ql6WiJXzKGt2Vo="></latexit><latexit sha1_base64="gzseAN+kuhx7+ql6WiJXzKGt2Vo="></latexit><latexit sha1_base64="gzseAN+kuhx7+ql6WiJXzKGt2Vo="></latexit>

1. 正則化を選ぶ。
Pauli-Villars subtraction:

2. トレースを評価する完全系を選ぶ。

3. 摂動計算する。

�1

2
Tr

�5(D �M2)p
{�5(D �M2)}2

M2 � M
<latexit sha1_base64="yYq9wzy+74LsMHuFJdlBkGWPKuE="></latexit><latexit sha1_base64="yYq9wzy+74LsMHuFJdlBkGWPKuE="></latexit><latexit sha1_base64="yYq9wzy+74LsMHuFJdlBkGWPKuE="></latexit><latexit sha1_base64="yYq9wzy+74LsMHuFJdlBkGWPKuE="></latexit>

{�5(Dfree +M"(x4))}2
<latexit sha1_base64="W2jBPStlV4k4tj97QzX2mNYaZKQ="></latexit><latexit sha1_base64="W2jBPStlV4k4tj97QzX2mNYaZKQ="></latexit><latexit sha1_base64="W2jBPStlV4k4tj97QzX2mNYaZKQ="></latexit><latexit sha1_base64="W2jBPStlV4k4tj97QzX2mNYaZKQ="></latexit>

の固有関数系

[Cf. Kobayashi and Yonekura 2021]

<latexit sha1_base64="9g1sIU211ea3TEodSrVLOxBJVKE="></latexit>x1

<latexit sha1_base64="aJdH3sKxFbFZJceAp4baNUMxgaI="></latexit>x1

<latexit sha1_base64="aJdH3sKxFbFZJceAp4baNUMxgaI="></latexit>x1



⾃由domain-wallフェルミオンの完全系

の解の完全系は

{�5(Dfree +M"(x4))}2� =
⇥
�@2

µ +M2�2M�4�(x4)
⇤
� = �2�

<latexit sha1_base64="tlCgN86H0K9IzB04AjzhZoRBJNg="></latexit><latexit sha1_base64="tlCgN86H0K9IzB04AjzhZoRBJNg="></latexit><latexit sha1_base64="tlCgN86H0K9IzB04AjzhZoRBJNg="></latexit><latexit sha1_base64="tlCgN86H0K9IzB04AjzhZoRBJNg="></latexit>

'(x4)⌦ eip·x
<latexit sha1_base64="S4Gt+DNdNClqqhR9O0WvxhiQ8Iw="></latexit><latexit sha1_base64="S4Gt+DNdNClqqhR9O0WvxhiQ8Iw="></latexit><latexit sha1_base64="S4Gt+DNdNClqqhR9O0WvxhiQ8Iw="></latexit><latexit sha1_base64="S4Gt+DNdNClqqhR9O0WvxhiQ8Iw="></latexit>

エッジモードが存在！

３次元⽅向は通常の平⾯波

<latexit sha1_base64="QtX0Mo2Zp8e7GQoPTdXcsEAfpO4="></latexit>

�edge = ±|p| エッジモードは質量ゼロ

<latexit sha1_base64="aJdH3sKxFbFZJceAp4baNUMxgaI="></latexit>x1

<latexit sha1_base64="sNYqBnnkERSQqMmd4ijqW8W14hY="></latexit>

�1�(x1)

<latexit sha1_base64="aJdH3sKxFbFZJceAp4baNUMxgaI="></latexit>x1

<latexit sha1_base64="aJdH3sKxFbFZJceAp4baNUMxgaI="></latexit>x1
<latexit sha1_base64="aJdH3sKxFbFZJceAp4baNUMxgaI="></latexit>x1

<latexit sha1_base64="aJdH3sKxFbFZJceAp4baNUMxgaI="></latexit>x1

<latexit sha1_base64="aJdH3sKxFbFZJceAp4baNUMxgaI="></latexit>x1
<latexit sha1_base64="aJdH3sKxFbFZJceAp4baNUMxgaI="></latexit>x1<latexit sha1_base64="aJdH3sKxFbFZJceAp4baNUMxgaI="></latexit>x1

<latexit sha1_base64="sKWGb8hzsWotEv9Qwx0vAGK9kMg="></latexit>x1
<latexit sha1_base64="sKWGb8hzsWotEv9Qwx0vAGK9kMg="></latexit>x1



物理屋フレンドリーな境界条件
=デルタ関数ポテンシャルの接続問題

固有関数系はすべて以下の”境界”条件を満たす必
要がある。

1. この条件は局所的。
2. カイラリティは保たず、角運動量を保つ。
3. この条件は手で課したのではなく、ポテンシャ
ルによって物理的に与えられたものである。

(APS境界条件とは全く異なる)

<latexit sha1_base64="aJdH3sKxFbFZJceAp4baNUMxgaI="></latexit>x1
<latexit sha1_base64="aJdH3sKxFbFZJceAp4baNUMxgaI="></latexit>x1

<latexit sha1_base64="aJdH3sKxFbFZJceAp4baNUMxgaI="></latexit>x1
<latexit sha1_base64="aJdH3sKxFbFZJceAp4baNUMxgaI="></latexit>x1



η不変量の計算
エッジモード部分(質量ゼロなので長距離相関があり非局所的な寄与)

バルク部分(重いので局所的な量の積分で書ける)

PV 部分

<latexit sha1_base64="VR/B1rHc7tFKwQ70hvHnJDBz9rE="></latexit>

1

2
⌘(HDW )edge =

1

2

X

edgemodes

�
edge(x)†sgn(HDW )�edge(x) = �1

2
⌘(iD3D)|x4=0

<latexit sha1_base64="ekeYTuwWdMAnD81tBJsRhpbU0Qw="></latexit>

1

2
⌘(HDW )bulk =

1

2

X

bulkmodes

(�bulk)†sgn(HDW )�bulk

=
1

64⇡2

Z
d4x✏(x4)✏µ⌫⇢�trcF

µ⌫F ⇢�(x) +O(1/M).
<latexit sha1_base64="G2yNUrNi1HwNaOO9SPsJ9Iobd54="></latexit>

�1

2
⌘(HPV ) =

1

64⇡2

Z
d4x ✏µ⌫⇢�trcF

µ⌫F ⇢�(x) +O(1/M).

T anomaly のbulk-edge 相殺も明らか。

<latexit sha1_base64="aJdH3sKxFbFZJceAp4baNUMxgaI="></latexit>x1

<latexit sha1_base64="aJdH3sKxFbFZJceAp4baNUMxgaI="></latexit>x1

<latexit sha1_base64="sKWGb8hzsWotEv9Qwx0vAGK9kMg="></latexit>x1

<latexit sha1_base64="aJdH3sKxFbFZJceAp4baNUMxgaI="></latexit>x1
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素粒⼦論は対称性で質量をゼロにするのが基本であるが、あえて質量項を考え
たい。

2. Dirac フェルミオンと質量
Diracフェルミオンは質量ゼロでカイラル対称。質量がある場合、その正負は違
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3. A`yah-Singerの指数と質量を持つDiracフェルミオン
質量を持つDirac演算⼦のη不変量でAS指数を書き直すことができる。

4. APS指数と質量を持つDiracフェルミオン
質量にドメインウォールを持つDirac演算⼦のη不変量で、質量が正(PV場の質量
との相対符号が負)の部分多様体上のAPS指数を書き直すことができる。

5. 数学的証明

6. まとめ

✔

✔

✔

✔



この等式は常に正しいのか？

は一般の偶数次元多様体で成り立つのか？
セットアップは数学的にも非自明に異なる。

Ind(DAPS) =
1

2
⌘(Hreg

DW )
<latexit sha1_base64="EoRPPh9uCUnfA3cWijURhtihfY8="></latexit>

APS
1. 質量ゼロのDirac 演算子 
2. 非局所的境界条件
3. カイラル対称性◯角運動量×。
4. エッジ状態が現れない。
5. 境界付き多様体上の定理

Domain-wall fermion
1. 質量のあるDirac 演算子
2. 局所的境界条件(物理的な理由)
3. カイラル対称性×角運動量◯。
4. エッジ状態が現れる(η不変量の源)。
5. 境界のない多様体上の定理



「数学者への挑戦と受け止めました」
Mikio Furuta (U. Tokyo)
Shinichiroh Matsuo (Nagoya U.)
Mayuko Yamashita (Kyoto U.)

数学者の共同研究者のみなさん



For any APS index of a massless Dirac operator on an even-
dimensional Riemannian manifold X with boundary, there exists a 
massive (domain-wall) Dirac operator on a closed manifold, sharing 
its half with X, and its eta invariant is equal to the original index.

定理 (F-Furuta-Matsuo-Onogi-Yamaguchi-Yamashita 2019)

From Ver.1 in arXiv:1910.01987
 

https://arxiv.org/abs/1910.01987


一次元高い系で折れ曲がったdomain-wall(赤線)
を持つ質量項のあるDirac演算子を考える。

二つの異なる指数の評価により

数学的証明の概要

<latexit sha1_base64="gkbi2jZinFM9KvjXUJY4ex8xiRI="></latexit>

Ind(D5D) = Ind(DAPS) =
1

2
⌘(HDW )



この等式は常に正しい。

物理的にも数学的にも非自明に異なる二つの量は等しい。

Ind(DAPS) =
1

2
⌘(Hreg

DW )
<latexit sha1_base64="EoRPPh9uCUnfA3cWijURhtihfY8="></latexit>

APS
1. 質量ゼロのDirac 演算子 
2. 非局所的境界条件
3. カイラル対称性◯角運動量×。
4. エッジ状態が現れない。
5. 境界付き多様体上の定理

Domain-wall fermion
1. 質量のあるDirac 演算子
2. 局所的境界条件(物理的な理由)
3. カイラル対称性×角運動量◯。
4. エッジ状態が現れる(η不変量の源)。
5. 境界のない多様体上の定理



Contents
1. Introduc<on
素粒⼦論は対称性で質量をゼロにするのが基本であるが、あえて質量項を考えたい。

2. Dirac フェルミオンと質量
Diracフェルミオンは質量ゼロでカイラル対称。質量がある場合、その正負は違うトポ
ロジカル相を記述し、ドメインウォールにはエッジモードが局在する。

3. A<yah-Singerの指数と質量を持つDiracフェルミオン
質量を持つDirac演算⼦のη不変量でAS指数を書き直すことができる。

4. APS指数と質量を持つDiracフェルミオン
質量にドメインウォールを持つDirac演算⼦のη不変量で、質量が正(PV場の質量との相
対符号が負)の部分多様体上のAPS指数を書き直すことができる。

5. 数学的証明
質量ゼロのAPS指数と、質量を持つDirac演算⼦のη不変量は、同じ１次元⾼いdomain-
wall fermion Dirac演算⼦の指数の異なる表現なので必ず⼀致する。

6. まとめ

✔

✔

✔

✔

✔



まとめ
指数定理は質量を持つフェルミオンでも理解できる。
しかも質量を持たないときよりも（境界のない多様体上で）物理
的意味が明らかな記述[T anomaly のbulk-edge 対応]が可能。
[今回話しませんでしたが]格⼦ゲージ理論への応⽤も簡単(カイラ
ル対称性を損ねるWilson-Dirac差分演算⼦で⼗分).
全て境界のない多様体上で統⼀的な記述が可能。

con`nuum lattice

AS
APS

<latexit sha1_base64="37dHl68o1vjC6VJ5li5WEAsiXcI="></latexit>

�1

2
⌘(�5(D �M))

<latexit sha1_base64="9IbhqjiR2a3Jk71J4z0MtgAIMB4="></latexit>

�1

2
⌘(�5(D � "M))

<latexit sha1_base64="V5nctAj0HH1iUI9bsO9Xh2W6d1I="></latexit>

�1

2
⌘(�5(DW �M))

<latexit sha1_base64="k3Pb/Ur79zz6BU8tJuH7pYHRPSY="></latexit>

�1

2
⌘(�5(DW � "M))



本講演のメッセージ

質量を持ち、対称性を破ることは必ずしも悪
いことではない。

むしろ物理がわかりやすくなる例もある。

対称性と
⾃発的破れ



おまけ
エータ不変量はspectral flow と等価。

continuum lattice
AS

APS

Sf(�5(D �M))
<latexit sha1_base64="c9P+xe+G6vcrSOS0JQIRzg/3ts0="></latexit><latexit sha1_base64="c9P+xe+G6vcrSOS0JQIRzg/3ts0="></latexit><latexit sha1_base64="c9P+xe+G6vcrSOS0JQIRzg/3ts0="></latexit><latexit sha1_base64="c9P+xe+G6vcrSOS0JQIRzg/3ts0="></latexit>

Sf(�5(DW �M))
<latexit sha1_base64="Ph0+bMW8D+bVyGEN8nvRamZ6Vjk="></latexit><latexit sha1_base64="Ph0+bMW8D+bVyGEN8nvRamZ6Vjk="></latexit><latexit sha1_base64="Ph0+bMW8D+bVyGEN8nvRamZ6Vjk="></latexit><latexit sha1_base64="Ph0+bMW8D+bVyGEN8nvRamZ6Vjk="></latexit>

Sf(�5(D � "M))
<latexit sha1_base64="Bh7ONk9KmOW7aL158pm8dJxgHX4="></latexit><latexit sha1_base64="Bh7ONk9KmOW7aL158pm8dJxgHX4="></latexit><latexit sha1_base64="Bh7ONk9KmOW7aL158pm8dJxgHX4="></latexit><latexit sha1_base64="Bh7ONk9KmOW7aL158pm8dJxgHX4="></latexit>

Sf(�5(DW � "M))
<latexit sha1_base64="yxUDvu4bQNH511izIVwYqhYmpsY="></latexit><latexit sha1_base64="yxUDvu4bQNH511izIVwYqhYmpsY="></latexit><latexit sha1_base64="yxUDvu4bQNH511izIVwYqhYmpsY="></latexit><latexit sha1_base64="yxUDvu4bQNH511izIVwYqhYmpsY="></latexit>

Sf = spectral flow (from PV operator with positive mass)
<latexit sha1_base64="tYFWsjWicB6XqkdWGkHwQUPmMb8="></latexit><latexit sha1_base64="tYFWsjWicB6XqkdWGkHwQUPmMb8="></latexit><latexit sha1_base64="tYFWsjWicB6XqkdWGkHwQUPmMb8="></latexit><latexit sha1_base64="tYFWsjWicB6XqkdWGkHwQUPmMb8="></latexit>



さらなる統合
奇数次元のmod-2 指数(WittenのSU(2)anomaly を説
明 )も質量を持つDirac演算⼦を⽤いて定式化可能。
 [F, Furuta, Matsuki, Matsuo, Onogi, Yamaguchi, Yamashita 2020]

continuum lahce
AS

APS
mod-two AS

mod-two APS

Sf(�5(D �M))
<latexit sha1_base64="c9P+xe+G6vcrSOS0JQIRzg/3ts0="></latexit><latexit sha1_base64="c9P+xe+G6vcrSOS0JQIRzg/3ts0="></latexit><latexit sha1_base64="c9P+xe+G6vcrSOS0JQIRzg/3ts0="></latexit><latexit sha1_base64="c9P+xe+G6vcrSOS0JQIRzg/3ts0="></latexit>

Sf(�5(DW �M))
<latexit sha1_base64="Ph0+bMW8D+bVyGEN8nvRamZ6Vjk="></latexit><latexit sha1_base64="Ph0+bMW8D+bVyGEN8nvRamZ6Vjk="></latexit><latexit sha1_base64="Ph0+bMW8D+bVyGEN8nvRamZ6Vjk="></latexit><latexit sha1_base64="Ph0+bMW8D+bVyGEN8nvRamZ6Vjk="></latexit>

Sf(�5(D � "M))
<latexit sha1_base64="Bh7ONk9KmOW7aL158pm8dJxgHX4="></latexit><latexit sha1_base64="Bh7ONk9KmOW7aL158pm8dJxgHX4="></latexit><latexit sha1_base64="Bh7ONk9KmOW7aL158pm8dJxgHX4="></latexit><latexit sha1_base64="Bh7ONk9KmOW7aL158pm8dJxgHX4="></latexit>

Sf(�5(DW � "M))
<latexit sha1_base64="yxUDvu4bQNH511izIVwYqhYmpsY="></latexit><latexit sha1_base64="yxUDvu4bQNH511izIVwYqhYmpsY="></latexit><latexit sha1_base64="yxUDvu4bQNH511izIVwYqhYmpsY="></latexit><latexit sha1_base64="yxUDvu4bQNH511izIVwYqhYmpsY="></latexit>

Sf0
✓

D �M
�(D �M)†

◆

<latexit sha1_base64="23jsLTKnoXFe980CAwwGbaWsJNc="></latexit><latexit sha1_base64="23jsLTKnoXFe980CAwwGbaWsJNc="></latexit><latexit sha1_base64="23jsLTKnoXFe980CAwwGbaWsJNc="></latexit><latexit sha1_base64="23jsLTKnoXFe980CAwwGbaWsJNc="></latexit>

Sf0
✓

DW �M
�(DW �M)†

◆

<latexit sha1_base64="xPROlg7MvV6ja0Ooo9gdA4mj4S0="></latexit><latexit sha1_base64="xPROlg7MvV6ja0Ooo9gdA4mj4S0="></latexit><latexit sha1_base64="xPROlg7MvV6ja0Ooo9gdA4mj4S0="></latexit><latexit sha1_base64="xPROlg7MvV6ja0Ooo9gdA4mj4S0="></latexit>

Sf0
✓

D � "M
�(D � "M)†

◆

<latexit sha1_base64="ynmrFfXv9Dl58H3AffYSzgnGuvo="></latexit><latexit sha1_base64="ynmrFfXv9Dl58H3AffYSzgnGuvo="></latexit><latexit sha1_base64="ynmrFfXv9Dl58H3AffYSzgnGuvo="></latexit><latexit sha1_base64="ynmrFfXv9Dl58H3AffYSzgnGuvo="></latexit>

Sf0
✓

DW � "M
�(DW � "M)†

◆

<latexit sha1_base64="k06H+XND4ZS+sm5OMS9kF+9Mmoo="></latexit><latexit sha1_base64="k06H+XND4ZS+sm5OMS9kF+9Mmoo="></latexit><latexit sha1_base64="k06H+XND4ZS+sm5OMS9kF+9Mmoo="></latexit><latexit sha1_base64="k06H+XND4ZS+sm5OMS9kF+9Mmoo="></latexit>

Sf0 = mod-two spectral flow : counting zero-crossing pairs from PV op.
<latexit sha1_base64="DIYbZOXS2tv2oN2zyB3FDoBnUs0="></latexit><latexit sha1_base64="DIYbZOXS2tv2oN2zyB3FDoBnUs0="></latexit><latexit sha1_base64="DIYbZOXS2tv2oN2zyB3FDoBnUs0="></latexit><latexit sha1_base64="DIYbZOXS2tv2oN2zyB3FDoBnUs0="></latexit>



Back-up slides



In the original paper by APS, they showed

Index w/ APS b.c. = Index with infinite cylinder 
attached to the original boundary (w.r.t. square 
integrable modes).

* On cylinder, gauge fields are constant in the extra-
direction.

Theorem 1: APS index = index with infinite 
cylinder



By giving posi`on-dependent “mass”, we can localize 
the zero 
modes to “massless”
 lower-dimensional 
surface and the 
index is given by 
the product:

Theorem 2: Localization (& product formula)

<latexit sha1_base64="rwpuVu3w3drN95VjVnOaP3HIxCo="></latexit>

Ind(�s(D
d + @s + i�sM(s))) = Ind(Dd)⇥ Ind(�s@s +M(s))



exists only in even dimensions.

Theorem 3:  In odd-dim,
APS index = boundary eta-invariant

Z
F ^ F ^ · · ·

<latexit sha1_base64="NHQVaUQhvfgUOhxRh5ItUsS+/NQ="></latexit>

Ind(Dodd�dim
APS ) =

1

2

⇥
⌘(Dboundary1)� ⌘(Dboundary2)

⇤
<latexit sha1_base64="DYKpN+fKUFAel6kYrwNbGodjl+Y="></latexit>


