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1. Γ関数を Γ(x) =
∫∞
0

tx−1e−tdt (x > 0) で定義する. 以下の関係を示せ．

Γ(1) = 1 , Γ(1/2) =
√
π , Γ(x+ 1) = xΓ(x) , Γ(n+ 1) = n! (n =正の整数) .

2. 半径 aの n次元球の体積 Vn(a) =
∫
x2
1+x2

2+···+x2
n≤a2

dx1dx2 · · · dxn を求めよう．

(a) 変数変換により，Vn(a) = Cn a
nと書けることを示せ. ここで，Cn ≡ Vn(1)は定数で

ある．

(b) 半径 aの n次元球の表面積は，

lim
δa→0

Vn(a+ δa)− Vn(a)

δa
=

d

da
Vn(a) = nCn a

n−1

である．積分 In ≡
∫
dx1dx2 · · · dxne

−(x2
1+x2

2+···+x2
n) (積分範囲は全空間)を (n次元)球

座標で評価すると In = CnΓ((n/2) + 1)となることを示せ．

(c) Inを (n次元)デカルト座標で評価せよ．(ヒント: ガウス積分の公式を用いる．)

(d) 上の結果から，Cnを決定せよ．

3. スターリングの公式，log n! = n log n− n+ o(n) (n ≫ 1) を導出しよう．

(a) 次の不等式が成り立つことを示せ．∫ k

k−1

log x dx ≤ log k ≤
∫ k+1

k

log x dx， k ≥ 1

(b) この不等式の k = 1から k = nまでの和を考え，積分を実行することで，スターリ
ングの公式を導け．

解答

http://www-het.phys.sci.osaka-u.ac.jp/~tanaka/teaching.html


