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導 入

やること

量子力学入門
く

特殊相対論入門'δ
数学 (線形代数基礎解析)
を 勉強 する 動機づけ ､ 演習

量子力学

量子力学 → 古典力学
全然違う ! !

1 (力学 の授業で習う )～
2

この 講義 でやること

1 量子力学は何か ?

定式化 に使う 学: (複素)線形代

2 古典力学がどう出 てくるか ? ?
(時間 があれば )



特殊相対論
み 時間

､
空間 の 概念 の 変更

絶対時間はない ! !

→ いろんな 不思議 な現象
走っている 時計 のおくれ､

= ものの 収縮
:

原理の 1 つ : 光 の速きはどの 慣性系から 見ても
～ 同 じ
↑
電磁波 ←波動職 に従う

Maxwell 方機式
波動方雅式
(‰ 一品 ) 加 ､ t ) = 0

目標 :

1 式 の 意味が分かる

2 自在 に 半変形ができる

3 消程式を成 →Loren な変
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数学 の準備 その 1

複素数
IR : 実数全体
Z = xtiy

,
x
, YE 1R

( 形式的 な記 )｢虚数単位 ｣

複素数 i
2
= 1

四則演算
たし 算 ､

ひき 算 っかけ 算 ､

10以外その) 割 り 算
がある ｡

値､ 偏角
Z = xtiy ⇒1 E ] : = x ㎡t

Zも O)
argz : 下 の絵 の 角度

y
Λ

な 底ジz
=xtiy

/ rargz :
> つx

x



オイラーの 公式
eid - cos θ tisinf

z= reio
,

r
. θ EIR ,

r 3 o

⇒ 1El =γ
, argz =θ

必 argz は 2π× (整数) の 不定性 がある｡

成り 立 つ 式
Z ,
WE ¢

1 ZW ) = 1Zllwl argz( w ) = argztargw

wtO
, 見 に 舞 argz

=
- argz

1Z 1 = O ⇐ Z = O

複素共役
Z = つxtiy

､
つい ､ YEIR

⇒ Z
*

: = x - iy
｢複素共役 ｣

IER= ZXZ argZ
*
= - argz

IE に 1 Z* 1

(ZW )
*
= Z
*
W
*

(Z + W )
*
_ Z
*
+ W
*



ベクトル空間
スカラー = 複素数 ¢

“(列ベクトル , v = )V, VNE ¢

必 ベクトルを表すのに 10>= 総 )
記号 ( ッ人) もよく用 いる ｡

¢
M
= { 億 ) IV, ､ VNG 43 ｢ベクトル空間 ｣

( の例 )
N : 次元 ｣

,
U,., UN : 成分

重要な 構造

たし 算 10>= 装 ) .
1) = (装 ) ←¢N

127 t ( w) : = 1い 1UN +WN

スカラー倍
ac 4

,
a 1v> : = (総 )



1 次独立

1 f . 7 .
…

… 1fk >ε¢ “ が｢ 次独立 ｣
⇒ an

, ; AkEC , ai lf . > t
-
… + Ak 1fk>=0

(
a ､ -

…
ak = 0 )

例
( f , >= ( ! )

,
1H->= (;) は 1 次独立

(
∴ a , 15. >+az1fa >= (q : )

0

)Ai = az = 0

例 1 f ､ 7 = ( ! )
,

1H2) = ( % ) は 1 次独立 でない
: A ,

= 7
,
az = i(

≠ a
. lf .) + azlfz ) = 0

)
(7次従属 ｣)



基底
1 i 2 = 番翻 ､

i = …ッN

⇒ FIV 7 E CN は 107 = V . 1l ) tUck >+ …+UN)

Vit ¢

と 一意的 に書 ける

一般に ( 上 のものに 限 らず )

Ifi ) ,
i = l . … . N

sit . EIvDECNが

10 ) = vilfi > VicC と 一意的 に書ける
i= 1

いこ
Ifi )

,
i = 1

.
-, N

は
｢基底 ｣

例 : ε2 , 1 f . ) = ( ;
)

,1 H7 = (! , ) は基

( ル>= (‰ ) =≡ (v ､ + v2 ) 1+､ >+ I (V ､ - va ) 1 f2 >



抽象 ベクトル空間
スカラー倍 ､ たし 算がある 集合

= ベクトル空間
⇒ 有限次元 の場合 ､ 基底をとることで ①

N
に 帰着

線形代数の授で勉強して 下さい

量子力学で 出 てくるのは
かなり 抽象的なベクトル空間

必抽象化 についてて

例 : 自然数
1 コのリンゴ ､

2 コのリンゴ ､
3 コのリンゴ ､

…

1 コのミカン ､
2コのミカン ､

3 コのミカン …

↓ ミカンとかリンゴとかを 忘れる
1
,
2
,
3
,

… ⇒ ミカンでもリンゴでも … 成 り立 つ 性質
例 : ベクトル 空間 ったし 算 とスカラー倍がある

､

｡ 矢印
｡ 列ベクトル

量子力学の 状態 ← New



行列
長方形 の 形 に 数 さならべきもの

例 ( : ) ( 3 行2 列の 行 か列 )

スカラー 倍 ったし算 ､
かけ 算 ( 線形代数の授業で

やったとおり )

以下 ､ 行 の数 と 列 の数が 等 しい 行列 (｢き方行列 ｣ )

と 列ベクトル､ 行ベクトルのみあっから
( ? ) … )

N × N 行列 A は ¢
N
→ CN の 線形写像

とみなせる

10>= 荒 ) → A ^N > : ( ;: : :: ]装 )
= 装 ) ε ビ

(主 に 物理 で使われる 用語 )
｢演算子 ｣

演算子 (竹 すり ) は A のようにへきつけて表 すことがある



ェルミート 内積

~=装 ) w

= (装 ) ← x
ビ

<w / v) :
=WitV､ +

WitUz + … +WMUNEC
｢

標準 エルミート 内積｣

時 よ [vIv) - U* U ､
+ UでVz + … + U*Vπ

= IViP + … + 1Unp = 11 v 1R

性質
U , V .
WEGY

,
aib

,
CEc

山 <wlu + v>=<w \ u>+<w / v)

2 ) <W +ulv> =<w /w ) +<ulv>

ふ < wlav) = a < w / v >

4) < awl v) = At <wlv )

5い <Wlv ) =< vIw
>

い <v 1 v ) ョ 0
,
等号 ⇐ V = 0

一般に (標準 エルミート 内積 でなくても )

上 の ) 一 ) を 満 たす ( 1 ) : CNX ①N → ¢
｢ エルミート 内積 ｣



正規直交基底 クロネッカーデルタ

en ,
, CNEEN で Leilej ) = δ ij " -

fI
i - ;

0 itj

抽象ベクトル安間 でも (リー) を 満たすェルミートタ楽
を考えることができる ｡ 有限次元 なら正規雄をとることで
今 の塚右 に帰着
ブラケット

107 = 装 ) ←ε M ( ケットベクトル)

→

記
<v : =(^ U^

*
… *̂ ) (ブラベクトル )

⇒ <w ( v) は < wl と 10) の 行列 の積 と 思 える ｡

名前 の 由来 く > 括弧 を 英語 でブラケット
( braket )( 羹誉 )

演算 すをはさむ､

A :NXN列 (演算 5 )

くw /A ^/ v )=(w ､ *周 ?装 )
後 ろを 先 にかける

Av =a÷ (感 )( ω( ^ / ω)=

(
w * …感 )

= <WIU
'

>

<w / A 1 v>=<w / Av)

前をにかける <wA☆= ?



エルミート 共役
A : 演算丁 ←

｢ダカー｣ と 読 む

⇒
｢ エルミート 共体｣ ☆ナを 次で定

FV
,
WE CN

くw ! A
^

v) =<☆tw / v>

At はどんな 行列 ?

A = (aij ) (Ani 行 ; 列成かが aij )
AT= ( bij ) “:)
w = () ! A

^w = n' =袋 )
⇒ wi =前 bij Wi

A と Atの 関係
<WIA = < ATwl = ( U . … UN )

(左辺 ) → Ui = waji
(右辺 ) 2Ui =

前"

bij
"

wi
* 》 ｢

w に 対 して

f aj : - bijt *bij= - Ajit



AT =(A
^

)
*

ATの j成分
¢

AT : 転置 (行 とダリを AI ) ij = aji
入れかえる )

北 :成行ごとに複素殺U

* )ij = ai
;

*

倒 :感に然)→
女

*

公式
｡ (At )

T
= A

｡ ( Â+ B )- A
｢
+ Bt

｡ at 4 @ A )= a
*At



｡ ( AB )= B
｢ At

θ <w ( ABv ) =< (AB ;
'
wlv)

=<^tw / Bv>=< B
+ATw / v >

｡ <w ) Alo)
*

= (U / A
+
Iw >

⑩
(左辺) =<w / ^r)

*
= く結 v )*= くv 1 Atw >= (辺 )
↑ の飛 内の 性算()

:

…



ェルミー 人 行列 (演算子 )

A がエルミート (行例 ) (演算 )
det
⇒ AT =A

A がエルミー人 I EVECN , <VIAIN> EIR

ユニタリー 行術 (演算子 )

O がユニカリー (行例 )( 演算節 )
det.FV.WEC ', < Un LUv>=<wlO)

｡ ユニタリー演算= エルミート内積を感 ない
演算丁

｡ O が"コニタリー⇐ UTO - UU + - I
“

単り”
“恒等演｢



演算子の表示

Iw2 (v ! は演廓子
｡ その 7 1 w >く vに問 ) … ｡問問
｡ 見万 その 2 1 µ) に 当 てる

⇒ 1 w>=
[ ulu) / w>

は入カメル

1 ;) , j =1 , ツNは 出直望底 として

敢 j )* ; 1 に I(恒算演=す別 )
｢

単 に 1 と書くことがタ

”に1
10> = 歩 Vjli ) のとき <ilv>= V｣

｢ベッレの成行｣

AN )= viAli >
これの 成分

☆N>=
)¤

v ! ､ =< i 1Alv >=Vi<i



vi = 彦 “ ai ;V
“ 行列 でクトルのかけ算 ! !

aij = < ilAlj > ｢ 行列要更素 ｣

A 前“lixi 器く i1

A =Aij lissil
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.
量子力学 の定式化
状態
例 : 二重 スリット

? 上 のスリット i ∞ 下 のスリット

( 間くらい
､右 の方

､
左 の方 ､

… )

ややこしそう
⑪ できるかぎりシンプルで本質が分かる系

例 : Qubit ) ( キャビット ) (量子ビッ 人 )

2 つの部屋 O1 のどちらかにいる粒子
それ以外の 自由度 (部屋のどこにいるか 等 )
は考えない ｡

㉚ ②

0 1 O 1

ベクトル 10>
.

11 ) で表 す
｡



ベクトル 空間み: = [ 4 ,010>+ 4% 1> / 40
,

4% 54 )

= 42 : = { ( ) 140 , 4, t ¢ }

内積 < 010) =< 1 / l>= 1

<ol 1 ) = 《 ilo) = 0 ( <E 1 q
'

7

q =品)
この 系 (Qubit ) の 状態 は 14> E 4 ,

147 t 0

で表 される
｡
ただし℃ε¢ ,CtOにに 14) と C 14>

は 同 じ 状態 を表 す

み :
｢
ヒルベル 人空間｣ ( 数粼学用語 と流用 )

XCEC をかける 自由度を使って [ 414>= 1 となる
ようにする ( ｢規格化｣

｢正規比｣ ) ことが多 い
｡

ー必規格化 しても､まだ他相 e, θ IR とかける不定性



確率

状態 147 = 4% 107 + 4, 117
,

<4147 = 140 %+ 14. ↑

粒子の体置 ( q = 0 . 1 ) を観測

0 になる確率 Po - +1 =

14><
14)に

1 こ P. =

風+ 14 .
p 14 .

P
=

K 147:
(414>

必 Potp . = 1

< 41 µ) = 1 と 関拠化した場合､ qK なる確達 ( =01 )

Pq = 1 KE 14> p = [41 q>< q 14 >

⇐ <q 14) : (確率 )振幅
( (絶対値でが確率になる )

例 :

147 = 10) ⇒ 100 % O にいる

µ)= 16) ⇒ 100 % 1 にいる

14>= 官 ( 10>+ 117 》 ⇒<414]=
<014) =官 ⇒ Po = Ko 14>､Pi = K114> に



DELR

14) = cos θ 102 + sin θ 1 h >

⇒ [414 ) = cos
θ

tsin'
θ

=1

< O 1ψ = cOS θ ⇒ Po = COS
2
θ

< 114) = sin θ ⇒ p . = sin~θ

一般 の場令

量子力学系 ⇒ み : ヒルベルト空聞

(複素クトル空間､ エルミート内川氏 )

状態 は 14> ε み
,
147 キ 0 でくされる ｡

ただし ､ EC ,
Cto に対 して 14> と C 14) は

同 じ 状態とたす｡

必 みは無限処であることも 多 い
この 講義妻ではたに限πのみをあっから､

観測量 ? 感率 ?



観測量 ( 物理量 )

量了力学 での
｢観期量｣ はヒルベルト度聞 み上 の

ェルミート演算 3

状態 M> での 観削量 A の 期待狼
<4 / A / 4 )

姚 <414>

(ここだけの 記号かも )

例 : Qubit

み : = {4010 ) +4
. 1 > / 40 ､ % tC 3

{ ( 出 ) / 40. ↓ EC }
｡ %= 10><0 ( = ( % ℃ ) o にいる ?

Yes ⇒ 1

No ⇒ 0

< Piy =<44>
= Po CO にいる 確率 )

｡ 同様権 に
P
1 = 11>< 1 ) <Pi) 4 =P . C 1 にいる確率 )



｡ ℃= ( ℃ ; ) ( = 0 Pi + 1 Pi )
粒子 の位置

<q >
4
= 0 Pot 1 P,

｡ A = ( 8 a, )
(ao , a , ε IR)

A - 1 q : {臨 ?
< A )4 = a 0 Pot a , Pi

. ℃= ( ! -i ) = Z と 書くこともある )

= 10) < 01 - 11 >CH

｡ 8
っ= ( % ! ) P% .

Pi で書 けていない ! ?

( =↑ と 書 くこともある )

｡ y = ( ℃
-℃ ) ( = Y と書 くこともある )

必言: duantum"

｡ 量子力の観測 = エルミート演算子 ｢
q｣

凸
古典力の観洞=実 ｢

C｣
^ "classical

"

｡ σx , すy , ② :

｢ パウリ 行列｣
( * .
*

.
Z )



確率 : 対角行 タ列 の場

^= 1 % 品 ) 角行例) の場会
ao( キ a ,)

= a010><oltaf 1 i >くい

A 10> = G0 10 ) ⇒
10》 という 状態は A は Ao

A と観測 すると 100 % ao

All ) = a , ll) ⇒ 117 … ar

…
100 % al

和 , 金: A の國戸値 ｣

107 , 17 ) :必応する )

｢ 回白カメル ｣

一般 の 状態
147 = 4, 107 + 4, 1>

, ( <4147 = 1 としておく )い

14, 13+ 14.2

< A 4
=
( 40*

c
01 + 4 * ( 11 ) A (% 10>+ 4､ 11y )

= ( 40
*
(0 ) + 4,

*

<1 )@ ｡ 4010>+ a , 4, 11 > )

= 90 140 ~ t a ,14
. R

D

確導論の意その期雄

(
A が G 0 である 確率 140 R )aa 14 . 12



確率 : 一般 の場齢
例
×= (, ℃ ) = 10>< 7 l +> く01

燃濁沿事照 ) ⇒ 107 t 1) も X の値 は
決よっていない

1 け>= 官 ( 10) + 11 > ) = 官 ( ! )
ト> = 官 ( 10 > - 17 > ) 官 (! ､ )

(+ 1+) =< - 1 -) = 1
,
<+ 1 -) = - 1 + ) = 0

⇒ \け> ､ ト )は正規迫飛

× 1+>= 1 %

) 店 ( ! ) = 高 ( ! ) = 1 +>
× 1 -7 =

一 - >

* 1 +) は X の 回有進+ 州 の 固有状感( ↑1 *100%+ 1 )

人> : 1 ( - 1 )

状態
14) :4 ,1 t)+ 4 .1 .) [414 >= 1

< Xx=< 41 × 14>=+ 1 × 14P + - 1 ) × 14 . P

｣
Xが + 1である確率 =1

､
牛 =<+ 14>
(に率振帰 )

= - 1 :

= 14. p ,
4- =<- 14>



一般 の量子力労系 み

定生
エルミート 演算子 A
⇒圧規基店 l ら ) は A の白 やカメル

s
.
t .

157
, j = 1 . … N Al ; ) = ajli >

ait 1 R固迫

i = ? Ij] <i 1 (
A の値が a は り｣ それよう) 月 0

aj = G ( Aの 固有髄 aの 固有室間への射影一)了

例☆= ( ‰ )
001

固有 ベクトル 固有値
( 9 > :

=
高 ( ! ) 1

12> : = 官 (台 ) - 1

137 := 1 保 ) 1

(演習問題 :確かめよ )



< il ; ) =δ ij ,

i
, j = 1 , 2 , 3

A = 17>< 11 - 12><21 + 13><31

射影
P
,
= 11>< 11 + 13><31

1 = 12>R 1

状( 4 ), (4 /47 = 1

A か a をとる確率 = く a>4 =< 41 %14 >

=Ʃ [4 /j >< j 14>= 予 Ki 14> R
し

J aj = a
aj =a

特 に Gj がずて男 なる場令
A か aj をとる確率 = Ki 14 > P



A の 期体迫
↓
に 到 らつくらり

< A )4 = [ 41 A 14 >

= 率剤 <4 ! A
^

1 j><j 14 >
ー

ajlj >
N

率 ai < 41 j >< 114 )

“ as < i 14 > → 確率論の意味
での期待値

観測
14) という 状態 で A を 観測 し

､
a という値 を 得た

確率 く Pa )
4

直後 にまた A を 観測 すると … 100 % で aになるはず

14) → d4) になる

A 観測
値 G

｢波動関数の 収縮｣

XAPG 14) = aa (4> ( 固有 ベクトル )



4
.量子力学 の 特色
不確定性関係

β : ヒルベルト 空関

A
,
B : エルミート演算子 (観測量 )

14) ε み : <414>= 1

< A 〉 : =< 41 A14 ) 期待値

分散
OA
2

:=< ( ^ _ <A☆ ) >= くA > _ <A >

( A の観測結果のばらつき )

例 : Qubit

Z = 10- i ) , Z
≡

1

↑= ( ℃ ) , ×
3
=

1

OZE <E> -くZ = にくZ プ
DX ' =<☆) - < D>= 1 - <D ゞ
147 = 10> ⇒ <Z ) = 1 ⇒ 02 = 0

* <× ) = 0 ⇒ OX = 1



Z の 分散 を 小さくしようとする

0Z = 0 ⇒ <Z >=± 1 ⇒ 147 = 107 or 11 >

儿

OX = 1 ⇐ <×>= 0
X の分散は最大 !

→

( どんな状態を選んでも) Z と X の 分散 を 同時 に

O にすることはできない ､

参考 : Robertson の 不等式
OAOB Zえ Ki [A , BJ >|
[A , B] : = AB - BA

｢ 交換子｣

i [ A
,
BJ はエルミート

2 年生で習う量子力学 ( ヒルベルト空間 は無限次元 )

x
, p : エルミート演算子 x :位置 ､

P : 運動量

[x , p ] = i お くち>= お
｢
C数

0 x Op こえち 不確定性関係



観測
量子力学 では 系 に影響を 全 く 与えずに観測 する
ことはできない ｡

例 : Qubit

未知の 状態 14) : 観測で決定できる ?

Z を 観測 ⇒ 10> 147 の 情報 は 消 える !
または ⇒

11 > × X は51｡ 1
50% - 1

たとえ 14>= 1+> でも

関連する 数学の定理

A
,
B : エルミート演算子

,

[A , B ] = 0

⇒
a

1 j 7 , j = 1 , … N 正規直交基底
st. Aljy - ajlj > ,

Blj >= bili >
aj ,bjtR ｢同時対角化可能

言葉 : 1j > : 同時固有状態
物理的な気持 ち : A

,
B は 両方観測可能

順序によらないようにできる｡
｡ 条件付き確率とか｡そういう 話ができる｡



量子力学 の確率｣ とは ?

普通 の確率 : 情報の 欠如

例 : 回 ボールを入れてふたをして
ふる ～ 0 にある or ) にある

決まっていふるがったをあけるまで分かちない
mun

(自然界 の ) 量子力学の確率 は ?

① 普通 の確率 と 同 じく決まっているが 知 らないだけ)

② 観測するまで本当 に決まっていない ｡

問題
① or② ? ( orそれ以外?)

これは 物理の 問題なのか ?場
(実験で決着が (原理的に )つくのか ? )

答 え * ) Yes
.

) ② ( or それ以外 )



エンタングルメント (量子もつれ )
2 つ Qubit A , B

A 思 (田(Alice )

独立 な 状態 2 × 2 = 47 ⇒ ヒルベルト空間 は 4次元

14) = 400100) + 40 , 101 >

+4, 0 190) + 4, lll >誕山想品40,40, 4, 0
,4 ,54 ,

観測量
ZA ,け

見る

ZB
､る

qB = 0 , 1

ZA 10 qB) =+ 10 qB)
,
XA 1 o qB>= 11 qu>

ZA 1187= - 11 EB> , XAll Eu>= 10 qx>

｡ ベル 状態 ( EPR 状態 )
しアイン( シュタイン､ ポドルスキー ､

ローゼン)
14>=官 ( 1007 + 111 > )
( ⇒ 確率 学 ずつで O0 7は 17 確率 0 で 01 マは 10)



この 状態にして A は 地球に 残 り､ B は 100万光年かなたに行く､

A 思 B 思
地球 100万光年先

だいたい 同時 くらいに 測定
B が ZB を測定

100% の確率で
A がを測定{(→

160> 1

100% の確率 で
- 1 → 171 〉 → - 1

量子 もつれ｣
｢ エンタングルメント｣

ZB の 値 はいつ 決まったのか ?
｡

｡Aが測定したとき Bが測定したとき ｡ 最初から
§

光の速さを越えて 上を見ると Aの測定の 隠れた変数 (? )
｢決まったこと｣ が伝っている

…

時点 で決まっている 量子力学 の記述は気がする 不完全 ( ? )



もっと 変なこと ､

A は XA を測定 Bが ZB を測定
確率 ≠

→ {
1 → 高 ( H07+ 1 +17) → { さ ! :

一 1 → 高 ( 1 -0 > - 1 - 1 > ) →{供
:

:

qB = 0
, 1

1 け qB): = 官 ( 10 qB) + 11 qB> )
に B>: = 官 ( 10qB > - 11 qu> )

↳ へ

XA 1 + qB) =+ 1 + qB)

A1 -EB>= - 1 - qB )

Λ Λ

A が ZA を 測定するか A を測定するかに
よって B の 状態 が 異 なる ! !

必何か｣が 超光速で 伝 っている 気 がする｡
しかし ､ これを 利用した超光速通信 は不可能

A が ZA へを測定 → B がZBを測定 :古典的な確率式で± 1

区別がつかない
: XA : → : 量子論的なこ



EPR 1935 量子力学は 不完全

シュレーディンガー 1935 猫

最初から決まっているのでは ? 隠れた 変数理論｣(分からないだけ )

巧妙に 作れば 量子力学の実験結果 を
すべて 再現 できる 気がする …

例 : ZA
.
iB しか観測 しないなら

ベルの 不等式) できる
｡

ベル 1964

No !
以下 の 説明 はベルの不等式 の 分かりやすいバージョン

( Clauser ,Horne ,Shimony ,Holt 196 )9

(局所的な)隠 れた 変数理論 (スマホと思ってもろうといいかも)
A →く B

通信 ､隠れた変数 λ(確率的 に決まる )
(スマホの状態)
⑪ 通信を切る
Aが何をしようと (局所性 )
B に影響なし ､

A の 観測量 An
,
Az 値はすべて ± 1

B こ B 1 . Bz



1 つの λ
､
次 を 考 える

A, ( λ) B , ( λ) + A ､ (
λ) B _( λ)+ Az ( λ) B _( λ) -Az( λ )B _(λ)

= A ､ () ( Be( λ TAzLN (B
.

ー2 0 蹙0 2

0 ー 2

= ± 2

入 は 確率的だった ⇒ 平均 をとる

S : = < A , B , >+< AIB2 >+<AzB ､ > -<AzB>

ベルの不等式
-2 ≤ S ≤ 2

CHSH 不等式



量子力学
ベルの 不等式 を 破ることができる

状態 14>= 官 ( 100>+ 11 > )
A , = ZA
A= TA ( 固有値はすべて ± 1 )
Bi =官 ( IB + XB )
Bi = 店 (ZB - NB )

儿
S : =<A ､ B .74 +< A, i 4+< ABiF <AIE4
計節
= 2 R 7 2 ⇒ ベルの不等式を破る

量子力学 の 実験結果を 隠れた変数理論
で 再現 するのは不可能 !

自然界 はどっち ? [量子力学 or 隠 れた 変数理論 )
実験 : ベルの 不等式は破れているか ?

↳ Yes !

2022 年 ノーベル 賞



計制 143 = 店 ( 100> t 1 u > )

ZA 14>=高 ( 100> - 1v2 ) = ZB 14 >

XB 14) = 官 ( 1012 + 110> ) = *A 14 >
⇒ < で. ZB=ZB 147=1

< ZAXB)4 =< 41 ZaDB 14>= 0

< DAXB)4 =<41 ×% TB 14>=
1

< DAZB)y = 0

A , = Zm Bi =官 (ZB + XB )
Λ

AI = XA B2 = 官 ( iB - NB )

< ATBix = 官《ZA2 B>4 +<☆ 乂 B) =官
i

"

｡

< A , Bi 24 =官 ( くZZB74 -<ZAXB = 店
< AIB ､ 24 = 官 ( <* てB74 +<AXB>4 ) = 官

"

｡
"

I

<A㎡ Bi74 = 官 ( <DAZB)4 - < XATB) ) = 一店

S =< AiBi >4 +<IBE>くAIB ､>- IE>4
= 2 R



5
. 時間発展
定式化

時間 t : ( 数 (ふつうの数 )
演算子ではない ､

状態 はどのように 時間変化 するか ?
14 (t> ε 24 ｢ シュレーディンガー描像｣

必定き?当見測量化はどのように 時シベルグ描像間発展)
次 の 方程式 にしたがう

iち 哉 14 (t )》 =↑ 14 (t ) >

｢ シュレーディンガー 方程式 ｣

間 片 :
｢

ハミルトニアン｣
ェルミート演算子 (観測量 )
｢ エネルギー ｣
(必 なぜエネルギーか? はすぐには説明 できない ｡

一旦認めて 下 さい )



∞ す := 歳 ｢

ディラック定数 ｣ (エイチバー )

｡ h :

｢ プランク 定数｣
h := 6 . 62607015 × 10

- 34
J . S

定義値
今の 立場 での説明
エネルギーの単位 J と 51 の 変換に使う定数
(振動数 )

ニュートンの運動方程式で 力 の単位 として N(
必 たとえ 話

]ではなく kgf を使ったとしたら …

mx
=

gF, 9 : = 9, 80665 N/kgf

まとめ

｡ヒルベルト空間
量子力学 エルミート 内積付 き複素 ベクトル空間…

｡ ハミルトニアン P
み 上 のエルミート演算子 ､

…

( 時間 によっていてもよい )



→

残 る 問題

｡ 考 えたい 物理系 のみは何か ? H は何か ?

04
,
H が与 えられたとき､ 時間発展 ､

観測量 ､
…

をどう 計算 するか ?

例 : Qubit 102 = ( 6 ) , 117 = ( % )

)H = ( ｡ の 場合

141t12 = 40 (t ) 10>+ 40 (+11 n ) = )
i ち 表( 問員 )( )



1 iち 40( t ) =E 040(t ) …

iち4 .( t) = E , 4, (t )

①⇒ 40( t) = - i ω o 4oLt ) ,

wo : =
(⇒ E0 = ち ω｡ )

ま 4o (t) = e
- iwot

yo ( )0

② (同様 )
⇒ 4, (t ) = e

- iwit
ψ, (0 ) ,

ω i : =

解
14 /+1) = fe

- iwo+

4e

-
iw ､ + y
,､% )

= e
- iwot

y0 (0) 10 > + e
- iwity
.､ (ollr >

⇒ H が対角行列 なちやさしい



例 : Qubit

* =(ε '
℃

) @ 70 )
4
; ち () = ( ℃- ' ) (番 )

= (
- 94. (t ) )
ー E 4 , l0 t )

⇒ ち40 (t )=- E 4 , (t ) さっきより ､ ちょっと
》 難しいい

iち4 ,( t) = - E 40 (t ) 対角じゃないから ､

⇒ 対角化 すればいい !

(前計算 した結果 を使う
｡

H - EX )

1+> = 官 ( 10>+ 1 D､
-

>高( 102- 1 µD

H 1は) = E + lt > E±= 干 E

H 1 -3 = E
_ 1 - >

14 (t)) = 44( t)1 +>t 4 _ (t) /
->

⇒ 44 (t) = <+ 14 (t )) ,
4_ (t 1=< - 14(t) )



シュレーディンガー 方程式
i ち 14 )= H 141t>>

両辺 <t 1 をかける

(辺 ) =<+ 1iち 14 (t) ) = ち 卯 14 ( t>>
= iち 表 く+ 14 () ) <+

1 は tに
よらないことを
使う

｡確かめよ
= iち 4+ (t )

(右辺 ) =<+ 1 H 14 (t>= E +<+14 ( t)>= E +4 +( t｣
∞

こっちに 当てる

⇒ ち44 ( t) = E+ 44 (t ) ( 前 と 同 じ )

4 (t) = e
- iw+ t

φ, (0 ) W+= 芸
同様に = 一

E

φ_ (t 1 = E
- iw _ t

4_ ( o )
ち

一般解
ω
-
= 長

14 (t3 ) = e
- iw+t

4, ( 0 ) 1+>
= 条

te
- iw_ ty

_

(o ) 1 - >

初期条件 の例 t = 0 で

冋
14 ( 0 ) ) = 10 > 0 .

= 官 ( は ) + ト > ) ⇒ 44 (0 ) = 4_ 10 ) = 店



14(t )) = 店 ( e- iw+ t it> te
- iw-t

､ -> )

( 1± ) = 店 ( 10) ± 1 v > ) を代入 )

= 官 ( e - iw+ t店 ( 10>+ 172 )
te
- iw- t 高 ( 10) - 1 > ) )

= 式 ( e- iwttte- iw_t ) 10 >
+ Ile

- iw+ t
_ e
- iw_ t ) 10>

ω±= を代入

亡 (eitte
- i θ ) = Cos θ(

≡ (eio - e
- iθ ) = isin θ )1

= COSt 107 tisinth >

巡 に)
14 (t)>= cos zwt 10 ) tisin望 い >

時刻 t で 0
. 1 にいる確率

Polt) = Ko 14 ( t>>R =003t = 式 ( i + coswt )
p, (t ) = K 114E>R - sin”t

=
式 ( I- coswt )



1.A
.
. ! } ;る率

瓮

℃ - 1℃ ‰)の位置

)ー
+
…の 期待値

<ε℃ )
4it )

“ 主 ( 1 - coswt )

時 間 依存 する 系
M は 時間 t によっていてもよい

トT (t )
(時間 による 外力 があるとき 等 )

i ち 14 ( t1 ) = 片 ( t ) 14 (t>>

厳密 に 解 くのは 一般には 難しいい

以降 ､ この講義 では H が t によらない場合

のみ扱 う



エネルギー 固有値
､ 固有状態

へ

一般 のヒルベルト 空間み ､ ハミルトニアン H

シュレーディンガー方程式

i ち 14 (t》 = H 141t>>

どう 解 くか ?
｢

H が対角行列 ならやさしい
(最初の例 )

H が対角でないなら … 対角化すればよい ､

( 時間 によらないM 14 ) = E 18 > シュレーディンが一方程式 )

片 が与 えられている ｡
E

､ 1〉 が未知

( 2 .
3 年生 でやる 量子力学 の 主要 な 問題 )

C 1ゅ〉 も 同 じ Eで満たす (ε 4 , C≠ o )(”装用”かか= いできる)



すべての解
Im) : N = 0

.
1
. … N

- 1

HIm>= Enm>, Enin ') =δn
.
n
'

諜
｡ Em : Iネルギー 固有値 ｣

｡ ( M7 :
｢ エネルギー 固有状態 ｣

｡ n ≠ n
' だが En = Eni

｢ 縮退｣

｡ En = E となるその個数 (エネルギー E の状態の)
｢縮退度｣

｡ En の集合 とそれぞれの縮退度 エネルギースペクトル｣

∞ 最 小 の En に 対応 する 状態 ｢

基底状態 ｣

それ以外 ｢励起状態｣

2 番目 に 小 さい En に 対応する状態 ｢ 第 1 励起状態｣
3 こ こ 2

:



En
.
In >

, n = 0. 1
, . …N -H が求まったとして

14 (t) ) = 各 4n (t ) in> ⇐ 4n (t ) = { n 14 (t) >

シュレーディンガー 方程式
iち 執 14(t)>=↑ 14 (t 1 >

<n 1 をかける

左辺 ) =i は< n 14 ( t>>= i ち 4ult )
(右辺 ) =<n \ M 14 (t )>= En <n 14 (+) >= En 4n (t)

⇒ ih 4n (t ) = En 4n (t )

⇒ 4n (t ) = e-
t
4n ( o )

解 けた ! !

必高校 のときに 聞 いたであろうお話
E
ー En ' 7 En として

Em 二 d 1n
'

) → \n >
Em 1

1
ー 遷移以光 振動数 V=

¿ En ' - En = hV = たw

In
'

)← In>

励起



例 : Qubit

H = (問 ) ⇒ Eo. El エネルギー 固有値
( 07
,
11) エネルギー固有状態

H = (
.-

q

) ⇒ - E

, + E :

(け>
,
ト) :

例 : N個 ならんだ箱 の 中 の 粒子

1 2 3 4 … N

粒子が 箱 q にいる 状態 1 q> q
= 1 , … N

< q' 1q ) =δq. ε '

1 ε>= (宮- ε
¿

次 を 考える ( E 7 O ) 時間たっととなりに
0 - E 0 0

H
=

f -Eo - Eo .
となりに行ける

℃ o - s 0
Aつ ｣く1

ーE O - E 1 いい
q - 1 q qt )



M 1 q>= - E 1 q - 1 > - E 1 q+1 )
,

q

キ l . N

H 177 == E ( 2 >
,

HIN ) = - EIN - 1 >

この 系 のエネルギー 固有値､ 固有状態を 求 めてみる｡

H 1 $ 7 = E187,1 つb 618
( 中q , E が未知 )

⇒ 中q=<q 1か

両辺 <q1 をかける

(右辺 ) = E <q 1 $>= E 中q

(左辺 ) = <qIH 1 か (q≠ lN の場合 )∞

= - ε ( 《 q+1 l +< q - い ) 1 >

ニー E ($qt + 中 q-u )

( 0: = 0 ,N +: = O とすれは 場合分けいらない )
止

,
(= 1 , . , N )

ー E ( $ε+ 1
+ 中q- u ) = Eε … … * )

ただし 0 = 中µ+ 1
= 0 … 世 )



あとは 1囲 ) を 解けばよい

凶 ) は定数の 2 階 の 線差分方程式( 漸化式)
係数が qによっていない 解全体がベクトル空間

→ 1 次独立 な解を次元分
見つければよい (今は 2 コ)

者 = eiPq ( P は定数 ) みたいな形
*いに代入 ⇒ PCE の 関係

計算は後 まわし

E 固定 凶 ) は q ÷ - qで不変

⇒ CiPE が 解 なら E
- iPE

も 解
PtO なら 独立 な 2 つの解

⇒ cos pq ,

sin pq も 解



境界条件 (# )を 考える

中｡ = 中N+1 = 0

中 0
= 0 ⇒ coSpqはだめ sinpf

bet 1 = 0 ⇒ sin p (Nt 1 )
= 0

P (N+ 1 ) =π K ,

K = 1 , 2, 3 . …

P =π
K へKe 1 ～

0 Nti

$
q

= sin
π KE

K=2 へ｡ N"
ー

K = 3
～ー
0 Ntl

( ct . 固定端条件の定在波の 問題 )
) に代入

sin p (q+ 1 ) tsin p (ε - 1 ) = 2 sin 連 ( plEt )+ P (q -7 )]
× cOSI ( p ( q+) - p ( E-11)]

= 2 sinpf cos p

* K )

() = -E cosp sin pf E = - 2 Ecosp
⇒

(右辺 ) = Esinp ニー 2 ECOS
π K



k = 1 . 2 , .
…

“
どこまで ! ?

答え
K = 1

.
2
.

-
…

,
N

理由
K = N+1 のとき

$q
= sin µπ

(N+ 1 )迫
= sin π q = 0

( -: q εx )
k = N+2 のとき

$q = sin成(Nt)迫N
+1

= sin岡
πε( t π q )

= sin (πq- π q )

ニ -sin(πq
一 )

ニ -sin(M
π NE ) ≈ ( K = N の場合 )

:
KIN は K = 1ッN のどれかに比例

or 0



固有 ベクトル

1 中k) = 臨 sinπ1 ε>

(規格化されていない )
固有値

EK= - 2 EcOs

行列 の 指数関数 ーで t
i ち 4 nit1= En 4nlt ) ⇒ 4ult= e 4n (o )

なら
ih 赤 14 (t》= 片 141 t1 )⇒ 141+1> = e

- “ 芸+
14 (0>

では ?
の

Yes ! ただ ei芳 t を 定義 する 必要がある



<
3 ､つうの指数関数 xte ⇒ e

“ =☆が

～ → A :行列eA
: =☆ 前 An

t : 実数の 変数
､
A : t によらない 行列

etA
:

“ 司( tA
)

” = 臨
”

Au

表 et= 表 ( 臨☆^)愛表 (☆^ )臨 n器 Am

無限和 なので
“当たりまえ” ではない｡

今 の場合正 しいことが知られている ｡

Λ

=い t̂☆^ 試臨 ”Ak = A
^ etA

“ 注意 Ki= M- 1



etA: Aett

(
XA がによる場合CACt｣ は 難 しい

)一般 に ( A( t1 )と Alt) は 交換 しない

(AG )2 )
=

A( t ))A^ (t ) + AA1 t1 )

* A が 与えられたとして ､
etA の 行列成分 を

求めるのは ､ 一般 に 非自明 ｡

例えば ､ 対角化 することで 求められる ､

公式
. ettesA- eltes ) ^

｡ ( e
^
)
=

e -
t

｡ CA )
T

= eAt

必 eAeB は [A
,
BJ キ O なら eA+B と 異 なる



全確率 の保存

全確率 <414) = 1 とした

問題 : 時刻 0 で < 4(0) / 4 (0)》 = 1

とすると [ 4 (t ) ) 4(t )) = 1 となるか ?

iち11 =M141 t )> … の

ブラにする
- iちく 4 t =く 4 ct 1版… ② ( 片 += 版 を 用 いた)

赤 < 4it ) / 41t 1 >=歳 く 41t1 ) 14 (+ 1>+<4(+1114 (t>

くt 1州141 t 17 +店< 4 ( t11 H 14(t>>

= 0 ⇒ < 4 (t) / 4 (t ) ) = 0

⇒ <4 (t114(t)) =<4(0 ) / 4 (0) >



別 の説明
のを 形式的 に 解 く

14 (t )) = O (t , 0 ) / 410) ,

U (t , 0 ) : =℃
-第 t

Oit , 0
)
+ -
eit

= Uit
.
o )
1

｢ 時間発展 の演算子｣

H= M を 用いた

⇒ U (t , 0 ) はユニタリー

⇒ < 4(t ' / ψ (t )> = < 410 ) / 4 ( 0)》

全確率 の 保存
π

時間発展 の 演算子 はコニタリー

｢ コニタリー 性 ｣



G
.
連続 系

直線上 を 動 く 粒子 のような系 の取りあっかり
に 向 けて

シュレーディンガー 方程式

N コならんだ 箱
0

1 2 … N

( q ) : q = 1 , … , N 状態 14 ) = 裁 4ε 1 7@

ハミルトニアン H ､ 次 のものを 考える

版 187 = 一 ε ( 18+17 + 1 ε

-》前 に考えたもの

Vq ば

" でに

( q = IN のときは 場合分け必要 )

業

げ 14 >=
荒

” [-916
4器?｡ )



やりたいこと
a : 箱 の長さ ⇒ x 軸 を考える

陂←
0 Nt 1 )a = L

L は固定 a
は 非常にいいさい ｣

Nが非常に大きい

→ 粒子の位置 の x座標 は近似的に

連続 と 思 える
｡

4点く｡
記号 4b( ) →inian "

n
"

ψ((= aq) = 4% = < q 14>

<q=路 14 ) = - ε ( 4q+､ +
4 q- 1 ) + Vq 4q

= - E 4q+ 1 + 4番 - 1 -2 )～ + Vε( -2 E ) 4
q

～
= (4ε+ 1

- 番 ) ー ( 4% - 4-+ )
=㎡ 出 (一)
= a

㎡

4"(x )

< q =芸 げ 1 = )- Ea '
4

"
(

) + Vix ) 4 (x)

定義( VGUV('(
=

dq ) = Va - 2 E )



m 7 0 を =εa で 定義
14) = ψ ( 7=aq)( q>

q= 1

H 147☆ ( ↑ 4 ) p1 ) 1 q >

ただし (4761 = 哉: + Voい ) 4p)
時刻 もでの 状態

14 (t )) = 裁 ψ (t , x = aq ) 1 q >

( 2 変数関数 )
シュレーディンガー方程式

→ 41t, x )

iち14 (t1>= M 141t 1 >

(左辺 )=
荒

i ち‰ 4 (t . x ) / q> 水 = aq )

(右辺 )= -臨品 + VDリ ) 4 (t , x ) 1 q>

凶

ih ‰ 4 (t , x ) = - 臨品 + V) ) 41t ､ x )

～→ 2年生後期 でやる量子力学へ



運動方程式
位置 の 演算子 x : x 1 ε) = 9 q 1 q>

x14) = ☆ 4 ( x)1 q> ( x = aq)

=Ʃで ψ ) (b1 )1q ) , 2 ψ)( ) = x 41x )
q

x (t ] : =< 4(t) i14 (t) )
'

⇒ x (t ) =< 4 ( t) 1 ) > i14 ( t)) +< 4(t ) x14 ( t)>

!
シュレーディンガー方程式

Λ

哉 14(t ]>= 一芳成 141t 1 >

く 4 (t)|若 く 4(| H

= く 4 ( t1 )141t>>

[H , x ]
G [Hx ] について

(宏 IHx ] 4 ) ( ) =宏品+V1 xJ 4 pリ
= _ iち m‰x ] 41 x)

= _ i お 前 41x )



(公式 [AB ,

℃ ] : A [ B ,
℃ J + [A . EJB )

( [xx ]= 前 (x 4) ) - x 4所 = リ )
演算子 P : P 14>= 喜 ち 前4 p) 1 q >
｢運動量 ｣ 14)( 室41 ×)1 q) のとき )
5 (t ) : =<4(t ) /β 14 (t ) >

得 られた 式
℃ (+) = 前 It ) ⇒ 5it ) = miit )

Plt ) の 時間変化

P (t ) = 形 < 4 (t) | [ H , PJ 14x>

宏( [H , P ) 4 ) p) = - 品+ V )-ih 前]4 ( ()

= [ Vx1, 前 ] 41x )
= - V

'
(x ) 46L )

[Vx ) , 品]4 リ - V114 ､ 一前 ( VY 4川 )
= U (x14' (0() - V'{14(1 x ) - V( x )

4

'(0 )

= - V'0 ) 4 (x )



簡単のため ､ Vx )が 多項式 の場合
得 られた式

pit ) =<4 (t ) |人 V ' x) )/ 4 ( t)》 = -Vin

)⇒ m ビ =ーV

Q H = zm~± VDi ) と 書 ける
｡

｢ エネルギー ｣

0 Vと V '(x ) は 一般 に 異 なる
しかし

OL : =つ i- x) が小場合
s.t ① 1 x - 51 ≤0x で

V 'ix )は定数 とみなせる

順 v""

ぇ x

② 実験の精度よりいさい ｡

⇒ 期待値以外
観測 できない



ViAリ= V
'

lx )

ニュートンの運動方程式
⇒ m =- _ V

"

(5 )
⇒ ニュートン力学



7 数学の準備 その 2

2 変数関数の微分

fbl . y ) つい Y の 関数

偏微分
品f 1 , Y ) :=感 ｡ 式 ( f((+ε, は) - f(xy) )

fb ( ,Y )= 感 ｡ を( f (x .y +ε)- f ( x. y) )
気持 ち 0x, ☆ Y が 小さい

of : = fpitox , Ytoy ) - flx . y )

=

fpltox ,yto)
-

Ox

f ( , ytoY ) - f (l , y )士
DY OY

≈ 0x+ DY

O 1,DY を 小さくすれば
好きなだけ精度がよくなる

｡



にを 書きたくない )

忍
df = 最 x + dy

全微分



変数変換
fbl , y ) : x . y の 関数 ¢

x ; y
'

の 関数
1 =x ( つxiy)

(x , y ) → (x', y
'

)
Y = Y (x; y)

f ( x (x , y
'

)
､
Ylxy' ) ) : xどの 関数

⑪

喩 に ? に ?

全微分 を考えると 分かりやすい

df 一dx+ 州= が+d
∞ 代入

比較

1
dx =x+dy'

idy=が +dyi

df=d が+dり+( d が+ydy)

=崎+ 皆 )dx +崎+dy'



=+器
に喪+
fはなんでもよかった
(
>

前に器前 +品
と 書 く

前に品+品
注意

3変数以上 の 関数 も 同様

電磁気 で 出 てきたベクトル 解析の 記号 を
使うと 見通 しがよくなる 場合が多 い

､

積分 も 大事 :

定義 (気持 ち )
､
変数変換 (ヤコビアン )

グリーンの定理 ガウスの定理 ストークスの定理
'



波動方程式
( くわしくは 力学 2 の授業 で )

中
Λ 時間 によって

1 次元 ↓ 形が変化

変位｣ 中 (t . x ) →≈
時間変化 を 記述 する方程式

( 品一 “ ) 中= 0
“波動方程式 ｣

C 70 速さの 次元 を 持 つ定数
｢速さ ｣

解 いてみる
｡

変数変換 (t , x ) → ( U , V )

U = Ct - x

V = ct + x

℃=品+ 品 = C (品 +‰ )
⇒

品 = 品+ 皆品= 一品 +品

⇒ ‰一品= (前 +ー (- 品+ ”



必微分 どうしは 交換する

= 品 + 2品品 +品 ー (㎡ _2品 +品 )
= 4前品

波動方程式
⇐ 品品力= 0

｡ 中 = f (u) ( V によらない Uだけの関数 )
任意

は 解 ( : ℃ 中 = 0 )
もどす
中 (tix ) = f ( ct _ x )
t = 0 で 中 ( 0 , x ) = f -x )
時刻もで 中 (5, x ) = f (ct _x )

ゅ
Λ

t =0 t

M
>[

→

ctだけ平行移動
形を保ったまま x 軸正 の方向 に 速さ C で進 む波



｡ $= g (u ) (Uだけの関数 ) も 解

中 (tx ) = g (ct + x ) : x軸負の方向 に速さしで
進む波

｡ 一般解 : これらの 重ね合わせ

中 (t , x ) = f (ct -x ) + gct+ x )

⇒ 高校で 習 った 波動 を 記述 している
｡

X 3 次元 の 場合 $ tx . y ､ Z )

(亢品 _ 心 ) 中 = 0

D =℃+と +‰ (ラプラシアン )

必真空中 ( 9 = 0 . 3 - 0 ) のマックスウェル方程式

⇒ 波動方程式 (横波 )
｢

電磁波
｣

C =鹿｡
(光速 )



ガリレイ 変換
ニュートン力学 : 慣性系 の座標 も

､
x

一定の速度 U で走 る観測者から見 た座標

t
=
t ,

x

= x- vt

⇒ に 一ひ

運動方程式琵= ⇒
m a= F は不変

ガリレイの 相対性原理

波動方程式 ?

(善舞舞｢品に“喩
波動方程式(代入 (広品一品 ) 中 = 0

→ 止

[ 1歳一号品で一品 78= 0

形が変 わる !



8
.

特殊相対性理論
の 導入

光速
C =｡ = 299792458 m /s

( 今 は 定義値 )
マックスウェル方程式 の中 では定数

どの 系 から 見た 速 さか ?
→ (

び 足静上している人
← C

～
なら

をぎ 速度して動く人

C ± V になるような気が
しないですか ?

式 で
マックスウェル方程 → 波動方程式

ガリレ変換で形が変わって
しまう

｡



仮定 : マックスウェ !レ方程式 が厳密に 成 り 立つ系 ( 絶対系)
がある ｡ 絶対系に 対 して 動 いている 系 では､

マックスウェル方程式が 変形 する｡

疑問 : 地球の 絶対系に 対する速 さはいくらか? ?

(いくとも 公転速度 ～｡｡ くらいでは 動いているはず )

マイケルソン ｡ モーリーの 実験

⇒ 地球の絶対系 に 対 する速さは
公転速度 よりずっとり ､ さい

MM実験含め ､ 光 に 関 するそれまでのすべての実験 を
説明する 理論 ?

～ …

…

｡ 特殊相対性理論
光速 は一定

､

時間 ､ 空間 の概念 を変える



波動方程式 を 不変にする 変換
⇒ ローレンツ 変換

波動方程式
(店一回) 中= 0

線形変換 (t , x) → ( t; x' )

( 袋 )問冒階 )
であって

広品一 ｡) 中=店品一品 ) か
となるものをさがす

哉 = 職 + 品
= A 前 + DC品

⇒ 長= A を 品+ D品
前=品 +品

= B 亡品 + E 前



書 く量をつらすため 00 =品
0
,
:=
00:=
01 : =品

00 = A 00
'
+ Dol

O= BOO + EOI

( 0℃ - 0 ､ ~ ) 中
= [Ao0 + Doi '- ( Bo0+ Eoi ']か

= [ (AZB30~_ ( -D+E) O”
+ (2 AD - 2 BE ) 00

'
O ､ ' ]

これが = ( 00
^

- 0 ､

12 ) b

⇒ AZB2 = 1 … の ← これを満たす変換

{ -D㎡+ EZ = 1 …
②

｢ ローレンツ変換｣
AD - BE = 0 -③

A 70
,
E 7 O の場合 …

③⇒
p =

将= : - β
⇒ B = - BA , D= - BE



①
.
② に代入
Aβ 'AZ

=
1 → A=F㎡

A =

F追 =γ ( A 70)

- βE
+

E '
=

1 ⇒ E =床 e
= : γ

A = E =γ , B = D = - βr

)(袋 ) 品装 ､

に宿
x 系 の 原点 (x=0 ) をてつ)座標で観測する

0 = - βrCt + rx ⇒ x = Bct

速度 V =BCで 動 いてい

⇒ β=号



ローレンツ 変換 の導出

原理
｡ 特殊相対性原理 :

すべての 慣性系で 物理法則は 同 じ形
に 書ける

｡ 光速不変 :

すべての慣性系 で光速は光源 の
運動状態 によらず 一定の値 C

儿
特殊相対性理論 の構築

必無意識 に仮定 していることもある

空間
仮定 : 静止 しているものに 関 して､ ユークリッド幾何

が 成 り 立 つ

直交座標 ､距離
､

…

(x , y , Z )



時間 (重要 )

絶対時間 は仮定 しない

｡ 巫時間間隔を測れる 時計が存在する
｡

静上時計 はその 時計 が 置かれた
で起 こったことの 時間間隔を正 しく測 れる

｡

ぎ y

離れた 点 は測れな
山

空間 の 各点 に 時計 時刻始わせる
⇒ この 慣性系の 時刻 も

｡ 時刻 の 合 わせ方

A%光
÷t

§
tB 反射

AEB の 時計が合っている 定tB=
U + tA

時計を持った観測者を 空間の 各点に配置､ 全員の時計を合わせる｡

⇒座標系( t. x . y, Z ) 以後( 空間座標 はx のみ

簡単 のため )



速度
運動する 粒子
時刻 t の 位置 x (t ) 玉

速度 V (t ) : =凸 = : i (t )

U (t ) が 一定 (t によらない )運動 =

｢ 等速直線運動｣

｢ 力を 受 けな 回粒子は 等速直線運動する ｣
ような 座標系

い
｢慣性系 ｣

仮定 : 慣性系は 存在する｡
仮定 : ある 慣性系から見 て 一定の速度 V ( IUKC )
で 等速直線運動 する粒子があったとき
その粒子が静止 して 見える 慣性系 が存在する

必粒子 と座標系 を 混同 しないこと



ローレンツ 変換
2 つの 慣性系
S 系 (t , x )

.
S
'

系 (t; x) の 間の 変換を
求める｡

O S .
S

' は 両方慣性系
S 系 で 等速直線運動

( 且 や 力を受けない粒子

S系 で 等速直線運動 な

(↳
(t ,x ) と (t,x ) の 関係は 1 次式

( ; ) = 別店 ) +張 )
AC , B , E , F , D . G

: 定数 )
も E ッビー G をあらためても x とおく ､

い tによらない )

(t = 0 , x = 0 ) と (t
'
= 0

,
x= 0 )が同じ 時空点

)快呂別 )



② S
'系 の 空間 の原点 は S 系 から 見 て 等速直線運動

→速度 U
ぐ
x
'
= 0

= FttDx ⇒ x = ー｢ t
⇒ V = 一長 ⇒ F= - DV

t
'
= At + Bx

x = D (- Ut + x )

③ t = 一定 の 線 ( 時計合わせ )
ctt

tC Ct
1 (x= 2t ) Λ

Λ Λ

. 1感
ッ

x

7 x

｡ 光は 45の線 ( 光速 は C )

｡ 変 わらないもの : 直線の 平行
平行 な 線分 の長さの比

｡ 変わるもの :



(= Bct β : = 号
x 軸 は Ct軸 を 45の 線に 関 して

/
っ 鏡像をとったもの

'

メメ 7

⇒ x
"軸 ct =βx

(t
'
= 0 )

ct
'
= A ( ct - βx )
x = D (-βct + x )

④ 光速一定
ct

11線
. 闕

ct
'
- x

'
= ( A + BD ) ct - ( AB + D )x

ct - x = 0 Rct'-x
'
= 0

= (At β D ) ct - (ABtD ) ct

= ct (A - D ) ( 1 _ β )

⇒ A = D

(袋 ) = D (!β ? 1% ) … *)

D = D (v ) (2 によって 決まる ) を求めるだけ



⑤ 逆に 解 く
* ) 3 児 )=1 β ? )% )

=5(β ? ) 袋) … い

S
'系 から見ると S系は (- V )で動く
) を 適用

袋 ) : Dcv い ( ! リ () …)

i) , ( ii ) を比較

D-U ) D (o )= …)

⑥ D (-2) = D (v ) を 示 す

S
"

系( ) x = -x
, t

"
= t ← x軸 の 向 きを変える

ニークリッド幾何の座標変換
(S
"系 ) x - x､ t = t ←

辺 ) 凶 ) に代入
ct
"

が( ) = D) (β ? ))



⇒ ( 袋 ) = DO ) ( β ? 別総)
) S

"系 は S
" 系 から 見 て 速度 - V で動いている

) =D- v ) ( β ?) )
( ) (イ ) ⇒ DO ) = D-V )

囲 ) ⇒ D( U ) =㎡
V= O のとき ､も t っ

xx になる方
ン

= : γD (V) =F㎡

ローレンツ 変換

袋‰ 品 )袋 )



ミンコフスキー 空間
ローレンツ変換

(
ct
'
= rct - γβ x

x = -γBct +rx

代入 して計算く
ー (ct'

)

^+
x コ
= 一 ( ct )~+ x

2

⇒ S
2

: = - (ct)
?

+ではローレンツ変換で不変
必正とは 限らない

こういう構造がある 4次元空間
｢ ミンコフスキー 空間 ｣

アナロジー y
'

y 回転 へ
｡ bl, y

'

)Λ
0 (2l ,Y) ⇒

x .

S
2
= x+㎡ ( (長さ P )が不変

｢ユークリッド 空間｣



固有時間
ct

?CtB, … …

…
← LB

cot然警直線運動する粒子の 世界線の一部
時計 をのせておく､

'

Dx
EA τ :

｢ 固有時間 ｣ー . x
(A xB

DI : = TB - IA

ローレにツ 変換
(演習 : 導出 せよ )

cot
'
- rcot - γBox( Ox ' - - γBcot trox

↓ さっきと 同 じ 計算

0 S
2
: = - (cotP +OP はローンツ不変

ー

S
'

系 を 粒子が 静止 して 見 える 慣性系
Ot
'
= Oτ LS

'系 の観測者 で粒子と同じ位置
( Ox ' = 0 にいる人 の 時計 と 同 じ 進み方 )

OS
"

= OS
'

⇒ - Coτ)
?

= -(cot?+OP

⇒ OF=OEOE



走っている 時計 のおくれ

DT =0- 立 Ox

= 05周子 = v
粒子の速度

OL =OtFB2 ( β : = 号 )
V キ O なら

OIC Ot

ローレンツ 収縮
“ 走っている 棒 は 縮ず

どうやって 測 るか ?
⇒ ひ

… ① 田田 Q ① 加回回 …

“時に 自分の 目の前 に 棒 の端がある人は

手 を
挙げて下さい”

⇒ その 2人 の x座標 の差 = 長さ



S
'系 に､ 対して 止まっている長 さ 1 の棒
ct
Λ

l
,x
'

0

ローレンツ 変換 の 式の 1 つ

x
'
= - γBcttrx
t= 0

,
x
'
= 0 ⇒ x = 0

t = 0 , x= l ⇒ x =il = CF

⇒ S 系 から 見た 長さ = CF2 < l
(Vキ O のとき )

考えてみて下さい ｡

同 じ長さの 走っている棒 と止 まっている棒を
比べたらどうなる ?

｡

速度 の 合成
ザ

⑨ 7x
→. U

s ⑧ が
S
'系 から 見 て速度 U で動 いている粒子

S 系 から 見たら ? ｡



ローレンツ 変換

幾) 品唱削崎)(
山 逆に 解 く

5
) ‰唱 1 |階 )

TD-
rot
'trBoxrBcot

'

tro!

=感u (β=℃ )

V : =琵=+
U
+u

X V , UKC ⇒ VaV + U ( ニュートン力学 の
速度 の合成 )

σ U = C ⇒ V = C (光速不変 )

∞ OK U , VEC ⇒ VCC

( 証明せよ )

速度を合成 することで 光速を越えることはない



ここから 先 の話

定式化 : 4元ベクトル ､ テンソル
nct 可

x

力学 : 修正 される

運動方程式
すべての 慣性系 で 同 じ 形
( ローレンツ 不変 )

4元運動量
NS E = MC

2

(エネルギー ､ 運動量 )

電磁気 : 修正されない

ローレンツ不変性があらわな形 に 書 ける



さらにその 先

相対論的量子力学 ⇒ 場 の理論

特殊相対論 と 量子力学を 統一

素粒子 を 記述 する 枠組み

一般相対論

動 を記述する 理論

電磁気 ⇒ マックスウェル理論
マックスウェル方程式

動 ⇐一般相対論
アインシュタイン方程式


